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Das Strahlensystem dritter Ordnung und zweiter Classe. 
(Hierzu Taf. I Fig. 1.) 


(Von Herrn Wilhelm Stahl in Aachen.) 


In der vorliegenden Abhandlung gebe ich eine einfache Construction 
eines der von Herrn Kummer *) aufgestellten Strahlensysteme zweiter Ulasse. 
Es wird dabei die Beziehung, welche die eine gemeinsame Brennfläche be- 
rührenden Strahlensysteme dritter Ordnung zweiter Ulasse unter einander 
haben, deutlich erkannt und die Construction der Punkte und Ebenen der 
Brennfläche ermöglicht werden. Die Herleitung des Strahlensystems, welche 
Herr Reye **) gegeben, der zuerst der Geometrie der Lage diese Gebilde 
zugänglich gemacht hat, wird sich naturgemäss anschliessen, und die von 
ihm aufgestellten Sätze werden wichtige Ergänzungen erhalten. Zum Schlusse 
mache ich aufmerksam auf ein specielles System, das in der Polarentheorie 
der Complexe zweiten Grades von Bedeutung ist. 


> 


Construction des Strahlensystems. 


747) 


In einer Ebene (01) seien zwei reciproke ebene Systeme (0) und (] 
bekannt, so dass zu jeder Geraden /, ein Punkt Z, gehört und umgekehrt: 
wir werden hierbei stets die Elemente des einen Systems mit dem unteren 
Index (0), die des anderen mit dem unteren Index (1) behaften. Es seien 
ferner gegeben zwei Strahlenbüschel erster Ordnung A und B in den Ebenen 
a und 5, welche einen gemeinschaftlichen Strahl besitzen, so dass also die 
Verbindungslinie der Mittelpunkte übereinstimmt mit der Schnittgeraden ihrer 
Ebenen. 


Zu jeder Geraden I, der Ebene (01) construiren wir nun einen ihr zu- 


*) Kummer, über die algebr. Strahlensysteme. (Abh. d. Berl. Akad. 166.) 


”*) Reye, über Strahlensysteme zweiter Classe und die Kummersche Fläche vierter 
Ordnung. (Dieses Journal Bd. 86, S. 84.) 
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gehörenden Strahl I“) durch den Punkt L, der Art, dass er dieselben Strahlen 
der Büschel (Aa) und (BP) schneidet wie die Gerade I. Die Gesammtheit 
aller Strahlen I) bildet ein Strahlensystem >,, welches wir der Betrachtung 
unterwerfen. 

Das Strahlensystem 2, ist von der dritten Ordnung. 

Beweis: Durch einen beliebigen Punkt @ des Raumes ziehen wir 
zu jeder Geraden Z, einen entsprechenden Strahl, der dieselben Strahlen der 
Büschel (A«) und (BP) schneidet, wie 4. Es ist dann das ebene System 
(0) projeetivisch auf den Strahlenbündel @ bezogen; denn beschreibt /, einen 
Strahienbüschel, so werden dadurch die Büschel A und B projeetivisch auf 
einander bezogen, so dass sie ihren gemeinsamen Strahl entsprechend gemein 
haben. Diese Büschel werden von @ aus durch zwei in perspectivischer 
Lage befindliche Ebenenbüschel projieirt, deren Schnitt ein ebener Strahlen- 
büschel ist, welcher dem Büschel, den 4, beschreibt, entspricht. Zu der 
(reraden /, ziehen wir weiter durch @ einen zweiten entsprechenden Strahl 
nach Z, und erhalten hierdurch einen zweiten zu dem System (0) projec- 
tivischen Bündel in @. Die beiden Bündel mit dem gemeinsamen Mittel- 
punkt @ sind durch Vermittelung der Graden /, collinear verwandt und 
haben desshalb höchstens drei Strahlen entsprechend gemein, welche dem 
System SI, angehören. 

Das Strahlensystem >, ist von der zweiten Classe, 

Beweis: Eine beliebige Ebene 7 schneidet (01) in einer Geraden A,, 
welche von den der Ebene y angehörenden Strahlen von 3, geschnitten wird. 
Alle die Linie A, treffenden Strahlen von 8, haben in dem ebenen System 
(0) entsprechende Linien, die durch den Punkt H, gehen und eine projec- 
tivische Beziehung der Büschel A und B hervorrufen. Es ist bekannt, dass 
alle Linien des Raumes, welche je zwei entsprechende Strahlen dieser 
Büschel schneiden, einem Nullsysteme angehören, welches für A, eine durch 
H, gehende zugehörige Gerade liefert. Die Ebene 7 schneidet diese Gerade 
in einem Punkte U, der als Mittelpunkt eines in y liegenden Büschels die 
Büschel A und B in derselben Weise projeetivisch auf einander bezieht, 
wie dies durch den Büschel H, geschehen war. Der Punkt U ist aber 
Mittelpunkt eines zweiten in y liegenden Büschels, der zum ersten projec- 
tivisch ist, wenn wir zu jeder Linie /, durch HA, die Gerade durch U ziehen, 
welche nach dem Punkte L, auf h, geht. Die beiden Strahlen, welche die 
Büschel U entsfrechend gemein haben, gehören dem System 3, an. 
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Man erkennt leicht noch Folgendes: Wird um die Gerade h, ge- 
dreht, so liefern die Durehschnitte der in y liegenden Strahlen von 3, mit 
h, eine involutorische Punktreihe, welche projeetivisch ist zu der Punktreihe, 
welehe U beschreibt. Es bilden desshalb alle eine Gerade A, treffenden 
Strahlen von 3, eine Regelfläche dritter Ordnung, für welche A, die ein- 
fache Leitgerade, der Ort der Punkte U aber die Doppelgerade ist. Die 
Strahlen der Regelfläche entsprechen in (01) den durch 4, gehenden Linien 
projectivisch. 


8.2. 
Die singulären Punkte und Ebenen von 2. 

Singuläre Ebenen des Strahlensystems sind solche, in welchen mehr 
als zwei Strahlen liegen und in welchen sich alsdann, wie sich ergeben 
wird, entweder ein Büschel erster oder zweiter Ordnung von 3, befindet. 

Singuläre Punkte sind solche, durch welche mehr als drei Strahlen 
sehen und die dann einen Büschel erster Ordnung von 3, enthalten. 

In der Ebene (01) ist der Ort aller Punkte, durch welche die in 
der reciproken Beziehung *) ihnen entsprechenden Geraden gehen, bekannt- 
lich ein Kegelschnitt og und der Ort aller Geraden, welche die ihnen ent- 
sprechenden Punkte enthalten, ein Büschel zweiter Ordnung, dessen Kegel- 
schnitt o die Curve oe in zwei Punkten berührt. Man sieht leicht ein, 
dass alle Tangenten von o dem System 3, angehören, d. h. die Ebene (01 
ist eine singuläre Ebene von 3, (s. Taf. I. Figur 1). 

Ausser (01) erhalten wir noch vier singuläre Ebenen mit Büscheln 
der zweiten Ordnung. 

Die Ebene « des Büschels A möge (01) schneiden in der Geraden 
a, die Ebene $ des Büschels B in b. 

b schneide den Kegelschnitt o in den Punkten M und N, a denselben 
Kegelschnitt in O und P. Diesen vier Punkten sowie ihren sechs Verbindungs- 
geraden und den drei Diagonalpunkten werden wir je nach Bedürfniss den 
unteren Index 0 oder 1 ertheilen, ohne damit andere Elemente von (01) be- 
zeichnen zu wollen. 

Zu den vier Punkten gehören in den reeiproken Beziehungen die 
Tangenten von o, welche durch die Punkte gezogen und demgemäss be- 


*) Reye, Geometrie der Lage, Bd. 2) und Schröter (dieses Journal, Bd. 77 S. 105). 


,» 
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zeichnet werden. Wir betrachten die Geraden des Büschels O, in (0) und 
suchen die Strahlen von 3&,, welehe ihnen zugehören. Sie alle werden 
nach $. 1 die Linie OA und o, treffen und desshalb in der Ebene (0,A) liegen. 
Der Strahlenbüschel O, liefert auf 5 eine zu ihm perspectivische Punktreihe 
und diese wird durch Vermittelung des Büschels (BP) übertragen auf die 
Schnittgerade der Ebenen £ und (0,4). Der Strahlenbüschel 0, liefert 
aber auch auf der Geraden o, eine zu ihm projeetivische Punktreihe, wenn 
jedem Strahle von 0, der in der reeiproken Beziehung ihm entsprechende 
Punkt zugewiesen wird. Es ist desshalb die Punktreihe o, auch projec- 
tivisch zu der Punktreihe auf der Schnittgeraden von 2 und (0,4), und die 
Verbindungslinien entsprechender Punkte ergeben einen Strahlenbüschel der 
zweiten Ordnung, welcher zu 3, gehört. Ebenso zeigt man, dass die 
Ebenen (p, A), (n.B) und (m,B) Büschel der zweiten Ordnung von 2, 
enthalten. 

Je zwei dieser fünf Büschel haben einen gemeinsamen Strahl. 

Büschel erster Ordnung von 3, finden wir in folgender Weise. Der 
Strahl p, hat in 3, unendlich viele ihm zugehörende Strahlen. Alle durch 
P, gehenden, in der Ebene (p,B) liegenden Strahlen gehören zu dem Strahle 
P,, denn sie gehen sämmtlich durch den zu p, in der reeiproken Beziehung 
gehörigen Punkt P, und schneiden die nämlichen Geraden der Büschel A 
und B, welche von p, getroffen werden. 

So erhält man vier Büschel der ersten Ordnung von 3, in den 
Ebenen (p,B). (0,B), (m,A) und (n,A) mit den Mittelpunkten P, 0, M und N. 

Sechs andere Büschel erster Ordnung haben ihre Mittelpunkte ausser- 
halb der Ebene (01). Alle die Gerade a, treffenden Strahlen von 3, haben 
in (0) zugehörige Linien, die durch A,, den Schnittpunkt von o, und p%, 
gehen. Man erkennt leicht, dass die in Rede stehenden Strahlen von 23, 
sämmtlich in der Ebene « liegen und durch den Punkt B gehen. Die 
Büschel (Be) und (AP) gehören desshalb zu 3,. 

Wir betrachten ferner den Büschel C, in (0), wenn ©, der Schnitt- 
punkt der Geraden m, und o, ist. Alle diesem Büschel zugehörenden 
Strahlen von 3, treffen die Gerade MO oder ec. Der Büschel €, bestimmt 
zwischen den Büscheln (A«) und (BP) eine projeetivische Verwandtschaft 
der Art, dass alle Geraden des Raumes, die irgend zwei entsprechende 
Geraden von A und B schneiden, einem Nullsysteme angehören. Der im 
Nullsysteme zu ec, gehörige Strahl geht durch €, und schneidet die Linien 
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BO und AM: zu der Ebene (m, A) gehört der Punkt M, zu (o,B) der Punkt 
O0; (m, A) und (o,B) schneiden sich daher in der Geraden, welcher e, im 
Nullsysteme entspricht. Ziehen wir nun noch die Linien C,S, oder g, und 
bestimmen auf c, den zu g, in der reeiproken Beziehung gehörigen Punkt 
@,, welcher auf s, liegt, so muss der durch @, gehende Strahl von 3, in 
der Ebene @,AB) liegen. Diese Ebene bringen wir zum Schnitt mit (m, A 
und (n,B) in dem Punkte D, so müssen durch diesen Punkt alle die Ge- 
rade c, treffenden Strahlen von 3, gehen. 

In der That, der Büschel (De,) und ©, in (01) liefern zwischen den 
Büscheln (A«) und (BP) dieselbe projeetivische Beziehung, weil die beiden 
ersten dem in hede stehenden Nullsysteme angehören. Durch Vermittelung 
des Büschels (A«) oder auch (BP) sind ferner die Büschel (De,) und ©, 
projectivisch, und es schneidet (De,) auf ce, die zu dem Büschel ©, projec- 
tivische Punktreihe aus, wie sie in der reciproken Beziehung in (O1) ver- 
langt wird, denn den drei Punkten M, @, O, entsprechen die Geraden m, 9, 
und 0. Der 3, angehörende Strahlenbüschel D hat mit dem Büschel 
zweiter Ordnung der Ebene (p,-4) einen Strahl gemein, welcher durch den 
Schnittpunkt von e, mit p, geht. Die Ebene (p,A) enthält demnach den 
Punkt D und die Verbindungsgerade der Punkte A und D geht durch den 
Schnittpunkt von m, mit p,, welcher mithin auch auf der Geraden S,@,. 
dem Schnitte von (01) mit der Ebene (@, AB), liegen muss. Ebenso er- 


oeht 


kennt man, dass die Verbindungslinie 5 mit D durch den Punkt (n,0,) & 
und dieser Punkt sich ebenfalls auf der Geraden S,@, befindet. Das heisst 
aber, die drei Punkte $,, (n,0,) und (m,p,) liegen auf einer Geraden. 

Man findet analog der eben gegebenen Entwickelung: Alle die Ge- 
rade PN oder d, treffenden Strahlen von $, bilden einen Büschel (Cd,) erster 
Ordnung, dessen Mittelpunkt gefunden wird als Schnitt zweier Geraden, 
von welchen die erste den Punkt A verbindet mit dem Punkte (2,0,) und 
die zweite den Punkt 5 mit (p,m,); es liegen die drei Punkte S, (n,0,) und 
(Pom,) auf einer Geraden. Der durch den Schnittpunkt von e, und d, oder 
R, gehende Strahl von 3, ist die Verbindungsgerade der Punkte C und D 
und gleichzeitig die Schnittgerade der bezüglichen singulären Ebenen. 
Schliesslich findet man noch zwei Büschel erster Ordnung von 3, in allen 
PM oder e, und ON oder f, treffenden Strahlen von &,. Die Verbindungs- 
linie der Mittelpunkte F und E fällt zusammen mit der Schnittgeraden 
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der Ebenen und ist der durch den Diagonalpunkt T gehende Strahl von 
2, Wir haben somit zehn singuläre Ebenen mit Strahlenbüscheln der 
ersten Ordnung erhalten und finden mit den fünf Ebenen, welche Büschel 
zweiter Ordnung liefern, im Ganzen fünfzehn singuläre Ebenen und zehn 
singuläre Purkte. Man kann sich direct überzeugen, dass keine weiteren 
singulären Punkte und Ebenen existiren, doch wird sich dies später durch 
eine eigenartige Gruppirung der Strahlen von 3, ergeben. Wir dürfen dess- 
halb den direeten Beweis unterdrücken. 

Die Anordnung der singulären Punkte und Ebenen im Raume wollen 
wir nun näher betrachten. Es ist zweckmässig dieselben in einer be- 
sonderen Weise zu bezeichnen. In der folgenden Tabelle sind die Ebenen 
zunächst wie früher bezeichnet, und ist jedesmal dabei eine Combination der 
Zahlen 0, 1, 2, .... 5 zu zweien gesetzt, welche die Uebersicht erleichtert. 


Ebenen mit Büschel zweiter Ordnung. 
(01) mit den Punkten MNOP 


(m, B) oder (2) - -  - MCBE 
en - NDBF 
(4) - (04) - - - .0CAF 
WE Wa PDAE 


Ebenen mit Büschel erster Ordnung. 
(m, A) od. (12) m. d. Punkten MDAF u. Mittelpunkt d. Büschels M ‚od. (345), (012) 


0) - Ai: ie. - - 02... N - (245), (013) 
BD) -UD- - - VO - ; ein Ve, un 
7 m; ae | . el > 
(bA) - (8) - -  - MNAB- j - 0 =..4 - (123), (045) 
(aB) - (8) - - -  OPAB - - ie» ib) 
(D) - 8) - - - MO - . a FE u 
MI) 5 er . - 0 - (135), (024) 
(P) - @&) - - -  MPEF - h le Be A 
fE) - &) - - - NOEF- . a 1 


Jede Ebene ist durch eine Combination zu zwei Elementen ohne Wieder- 
holung aus den Ziffern 0, 1, 2, 3, 4, 5, bezeichnet*). Jeder Punkt kann 
auf zweifache Weise bezeichnet werden, durch eine Combination dieser 
Ziffern zu dreien oder durch die Combination der drei übrigen. Auf einer 


*) Die Bezeichnungen gehen in die des Herrn Reye über, wenn allenthalben die 
Ziffer Null weggelöscht wird und die Bezeichnungen der letzten zehn Ebenen mit denen 
der nebenstehenden Punkte vertauscht werden. 
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Ebene liegen die vier Punkte, in deren Bezeichnungen diejenige der Ebene 
entweder ganz oder gar nicht enthalten ist. Durch einen Punkt gehen die 
sechs Ebenen, deren Bezeichnungen in derjenigen des Punktes ganz oder gar 
nicht zu finden ist. Die Verbindungslinie zweier Punkte ist stets die Schnitt- 
gerade derjenigen Ebenen, deren Bezeichnungen in denjenigen der Punkte 
gleichzeitig sich befinden. Die Schnittgerade zweier Ebenen ist nur dann die 
Verbindungslinie zweier Punkte, wenn die Bezeichnungen der ersteren keine 
gleichen Elemente besitzen. Ebenen, deren Bezeichnungen gleiche Elemente 
enthalten, haben nur einen singulären Punkt gemein. Kine Ebene wird von 
den sechs Ebenen, welche je zwei singuläre Punkte mit ihr gemein haben, in 
den sechs Seiten eines vollständigen Viereckes geschnitten, von den übrigen 
acht Ebenen in acht Geraden, die zu je zweien durch die der Ebene ange- 
hörigen singulären Punkte gehen und einen Kegelschnitt umhüllen. lietzteres 
ist zunächst nur bewiesen für die Ebene (01); es wird sich aber im Fol- 
senden für jede singuläre Ebene dasselbe ergeben. Durch die Bezeichnung 
einer Ebene sind die nicht in ihr liegenden sechs Punkte paarweise geordnet 
in der Art, dass die Bezeichnung des einen Punktes des Paares in die des 
andern übergeht durch Vertauschung der die Ebenen bestimmenden Elemente. 
Die Verbindungslinie der drei Paare treffen die Ebene in den Diagonal- 
punkten des durch die vier Punkte der Ebene bestimmten vollständigen Vier- 
eckes. Je zwei der Punkte können ein solches Paar bilden und die zuge- 
hörige Ebene ist dadurch festgelegt. 

Betrachten wir näher die sechs durch den singulären Punkt D 
gehenden Ebenen; sie liefern auf (01) die Schnittgeraden: m,p,d,n,0,C,, 
welche ein Brianchonsches Sechsseit bilden, denn wir haben oben gezeigt, 
dass in der hier gegebenen Anordnung die Verbindungslinien gegenüber- 
liegender Ecken durch den Punkt S gehen. Analoges könnte man be- 
weisen für die anderen nicht der Ebene (01) angehörenden Punkte; es 
wird sich aber im Folgenden ergeben, dass die sechs durch jeden singulären 
Punkt gehenden singulären Ebenen einen Kegel der zweiten Ordnung umhüllen. 

Das Strahlensystem >, hat nur in solchen Ebenen Strahlenbiüschel 
zweiter Ordnung, welche in ihren Bezeichnungen die Ziffer Null haben; alle 
übrigen Ebenen enthalten Büschel erster Ordnung von &,, deren Mittel- 
punkte Bezeichnungen tragen, die zusammengesetzt sind aus Null und den 
Bezeichnungen der Ebenen. 
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$. 3. 
Das Strahlensystem 2. 

In $. 1 wurde erörtert, dass alle eine Gerade h, von (01) treffenden 
Strahlen von 3, eine Regelfläche dritter Ordnung liefern, deren Doppel- 
gerade durch den Punkt H, geht und diejenigen Strahlen der Büschel (AP) 
und (Be) schneidet, welche auch von Ah, getroffen werden. Man erkennt 
desshalb, dass alle diese Doppelgeraden ebenfalls ein Strahlensystem 3, 
bilden, welches in analoger Weise wie 3, construirt wird und auf die 
Geraden des ebenen Systems (1.) bezogen ist. , besitzt dieselben sin- 
geulären Punkte und Ebenen wie 3,, nur sind die Punkte als Mittelpunkte 
von Strahlenbüscheln des Systems den Ebenen in anderer Art zugeordnet. 

Man überzeugt sich, dass alle Ebenen, deren Bezeichnungen die 
Ziffer 1 tragen, Büschel zweiter Ordnung für &, liefern, während die übrigen 
zehn Ebenen Büschel erster Ordnung enthalten mit Mittelpunkten, deren 
Bezeichnungen zusammengesetzt sind aus 1 und den Ziffern, welche die be- 
treffende Ebene bezeichnen. 

Alle Strahlen von &,, die eine Gerade von (O1) treffen, liegen auf 
einer Regelfläche dritter Ordnung, deren einfache Leitlinie diese Gerade 
ist, deren Doppellinie aber zu &, gehört und der ersteren entspricht. Ein 
Strahl /” von 3, schneidet alle Strahlen von &,, welche in der zu /" 
gehörigen Graden der Ebene (01) eintreffen. Man kann desshalb bei der 
ursprünglichen Construction von 3, an Stelle der Büschel (A«) und (BP) 
irgend zwei andere Büschel setzen, welche zu &, gehören und deren Mittel- 
punkte nicht in (01) liegen. Wir werden später von einer solchen Con- 
struetion Gebrauch machen. 

Die Strahlen von 3, und diejenigen von 3, stehen in enger Be- 
ziehung zu einander, sie umhüllen dieselbe Brennfläche. Um dies zu zeigen, 
beweisen wir, dass die Strahlen von 38, in ein System von Regelschaaren 
zweiter Ordnung sich zusammenfassen lassen, deren Leitschaaren das Strahlen- 
system 2, bilden. 

Wir betrachten zu diesem Zwecke folgende acht singuläre Ebenen: 

(02) (03) (04) (05) 

(12)(13) (14) (15). 
Von diesen Ebenen gehen vier durch den Punkt (123) oder A; die vier 
andern durch (023) oder B; vier durch (135) oder C, die vier andern durch 
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(035) oder D; und schliesslich vier durch (125) oder F, die vier andern 
durch (025) oder E. Diese drei Punktenpaare bilden besondere Flächen 
der zweiten Classe, für welche die acht Ebenen Tangentialebenen sind. 
Die Ebenen sind desshalb acht associirte Ebenen und umhüllen eine doppelt 
unendliche Zahl von Flächen zweiter Ulasse. Aus diesen greifen wir in 
folgender Weise ein einfach unendliches System heraus. Wir verlangen, 
dass die Flächen durch einen der vier singulären Punkte von (01), etwa 
M gehen sollen, und wollen zeigen, dass die Flächen dann auch die drei an- 
deren Punkte NOP enthalten müssen. 

Durch M oder (012) ziehen wir in der Ebene (12) eine beliebige 
Gerade /”, welche der zu bestimmenden Fläche @,,, angehören soll, wo- 
durch letztere bestimmt ist. / trifft die drei Ebenen (03), (04), (05) in 
drei Punkten, welche der Reihe nach auf den Geraden DF, FA und AD 
liegen, und welche wir resp. mit den Punkten N, O0 und P verbinden. 
Diese drei Strahlen gehören dem Strahlensystem 8, an und bestimmen als 
Leitlinien die Fläche @,,,, welche auch die Gerade /® enthält. Die Gerade 
der Regelschaar von @,.,,, welche durch P geht, liegt in der Ebene (15). 
Wir bringen, um dies zu beweisen, die durch N und O gehenden Leit- 
geraden zum Schnitt mit (15) und verbinden die so erhaltenen Punkte 
durch eine Gerade, welche durch P gehen muss. In der That dreht sich 
/‘” um den Punkt M in (12), so erhalten wir zwei projectivische Strahlen- 
büschel mit den Mittelpunkten N und O bezüglich in den Ebenen (03) 
und (04), von welchen je zwei entsprechende Strahlen Leitgerade einer 
Go, Sind. Die Biischel schneiden die Ebene (15) in projectivischen Punkt- 
reihen auf BF und CF, welche ihren Schnittpunkt F, der auch in (12) liegt, 
entsprechend gemein haben, also in perspectivischer Lage sind. Das per- 
spectivische Centrum ist aber P; denn ziehen wir einmal durch M die Gerade 
m,, so erhalten wir in den Büscheln N und O die Strahlen », und o,, in 
der Ebene (15) aber den Strahl p,, welcher durch P geht. Das zweite 
Mal ziehen wir durch M die Gerade MA, welche für den Büschel O die 
Gerade OA liefert. MA trifft ferner die Ebene (03) in dem Schnittpunkte 
der Geraden DF und NB und liefert desshalb in dem Büschel B die Gerade 
NB. NB aber trifft die Ebene (15) in dem Punkte B; 0A dieselbe Ebene 
in dem Schnittpunkte von CF mit PB und die Verbindungsgerade dieser 
Punkte geht durch P. Die Ebene (15) schneidet desshalb die Regelfläche 
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Go, In einer durch P gehenden Geraden und ist somit Tangentialebene der- 
selben. Ebenso zeigt man, dass die übrigen der genannten acht singu- 
lären Ebenen die Fläche @,,, berühren und die Fläche die vier Punkte 
MNOP enthält. 

Wird der durch M gehende Strahl der Regelfläche @,, um diesen 
Punkt in der Ebene (12) gedreht, so erhält man durch die obige Con- 
struction ein System von Flächen der zweiten Ordnung. Irgend eine der- 
selben greifen wir heraus und bemerken, dass die durch M, N, 0, P resp. 
in den Ebenen (12), (13), (14), (15) liegenden Geraden derselben Regel- 
schaar angehören und zugleich dem Strahlensystem &,. Wir beweisen, dass 
von @o, die Geraden der Regelschaar zu 3,, dagegen die Geraden der 
Leitschaar zu >&, gehören. 

Der Strahlenbüschel (A«) bestimmt, da A nicht auf @.., liegt, auf 
der Regelschaar eine Involution, welche durch diese auf die Schnitteurve 
4 von Ga, mit (01) übertragen wird. Das zu der Involution auf A gehörige 
Involutionseentrum ist der Schnittpunkt von p, mit o, oder der Punkt A,.. 
Die Büschel (A«) und A, in (O1) sind projeetivisch zu einander, wenn wir 
diejenigen Strahlen derselben als entsprechende ansehen, welche dieselben 
Geraden der Regelschaar schneiden. Der Büschel (A«) ist ferner perspec- 
tivisch zur Geraden a,, und damit ist auch letztere projeetivisch auf den 
Büschel A, bezogen, und zwar erkennt man, dass den Strahlen A,P und A,O 
in a, die Punkte P, und O, zugeordnet sind. Ebenso liefert der Büschel 
(BP) auf derselben Regelschaar eine zweite Involution, welche auf A über- 
tragen in dem Schnittpunkte von », mit m, oder 5, ihr Involutionscentrum 
hat. Der Büschel B, ist dann gerade so wie oben projeetivisch zu der 
Punktreihe 5, in der Art, dass den Strahlen m, und », von 5, die Punkte 
M, und N, entsprechen. 

Zieht man den gemeinschaftlichen Strahl der Büschel (A«) und (BP), 
so trifft dieser (01) in S,. Er liefert auf 4 ein Punktenpaar, das beiden In- 
volutionen angehört, dessen Verbindungslinie die Gerade A,B, oder s, ist; 
diese entspricht in den beiden Büscheln A, und BD, dem Schnittpunkte von 
a, mit b,. Man erkennt nun, dass die Büschel A, und B, auf a, und 5, in 
der Weise projeetivisch bezogen sind, wie es auch durch die reeiproke Be- 
ziehung in (01) geschieht, und hat folgendes Resultat. 

Ein Strahl /” der Regelschaar @,,, schneidet die Ebene (01) in einem 
Punkte L.. Derselbe hat in der reciproken Beziehung als entsprechende 
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Gerade die Verbindungslinie der auf a, und 5b, befindlichen Punkte, welche 
durch diejenigen Strahlen der Büschel (Aa) und (BP) ausgeschnitten werden, 
die auch /, treffen; d. h. jeder Strahl der Regelschaar ist ein Strahl von 
3, Ebenso schliesst man, dass jeder Strahl der Leitschaar von @,, dem 
Strahlensysteme >, zugehört. 

Wir haben somit die Strahlen von I, und Z&, in die Regelschaaren 
resp. Leitschaaren eines Systems von Flächen zweiten Grades gruppirt. Die 
Flächen gehen sämmtlich durch die vier Punkte MNO und P und haben acht 
gemeinsame Tangentialebenen. Durch jeden Punkt des Raumes gehen drei 
Flächen und jede Ebene wird von zweien berührt. Das Flächensystem enthält 


die drei Ebenenpaare: 


(45), (23) 
(35), (24) 
(34), (25) 


und eine Doppelebene (12). 
Die übrigen acht singulären Ebenen tangiren die Flächen. Die beiden 
Strahlensysteme &, und Z, haben die Tangenten der Curve o in (Ül) und sonst 


noch die drei Strahlen AB, CD und EF gemeinsam. 

Man kommt mit Hülfe einer beliebigen der Flächen @,,, zu einer 
allgemeineren Construction von &,, wenn die beiden Büschel (A«) und (BP 
durch die Leitgeraden der Fläche ersetzt werden; diese Construction ist aber 
nicht immer auf reellem Wege durchführbar. 


$. 4. 


Die vier Strahlensysteme 23,2,23,2. 

Wir legen durch den Punkt P in der Ebene (01) eine beliebige 
(Gerade A, und betrachten alle Strahlen von 8,, welche in dieser Geraden 
eintreffen. Die zu diesen Strahlen gehörigen Geraden von (0) bilden einen 
Strahlenbüschel, dessen Mittelpunkt A, auf p, liegt und welcher die Linie 
a in einer zu h, perspectivischen Punktreihe schneidet, wenn die in der 
reeiproken Beziehung von (01) einander entsprechenden Strahlen von H, und 
Punkte von A, der Beziehung zu Grunde gelegt werden. Die beiden Punkt- 
reihen projieiren wir von A aus durch projeetivische Strahlenbüschel, deren 
entsprechende Elemente durch die Ebenen eines Büschels erster Ordnung 


verbunden werden, in welchen die gesuchten Strahlen von S&, liegen. Den 


2% 
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Büschel H, bringen wir ferner zum Schnitt mit der Geraden d und erhalten 
auch hier eine zu h, perspectivische Punktreihe. Beide Punktreihen pro- 
jieiren wir von D aus, und es ergiebt sich gleichfalls ein Ebenenbüschel erster 
Ordnung, welcher die Strahlen von 3, projieirt und der projeetivisch zu 
dem ersten Ebenenbüschel ist, wenn diejenigen Elemente einander zuge- 
wiesen werden, welche denselben Strahl von 3, enthalten. Die beiden 
Ebenenbüschel erzeugen desshalb eine Regelfläche @,,, zweiter Ordnung, 
deren hegelschaar zu 3, gehört; sie enthält die vier Punkte: 
P, D, A, E oder (051), (052), (053), (054) 
und wird von den acht Ebenen: 
(01), (02), (03), (04) 
(51), (52), (53), (54) 
in Geraden geschnitten, also berührt. 
@ 05, schneidet die Ebene (01) in der durch P gezogenen Geraden 
und der Tangente, welche von H, an den Kegelschnitt o gelegt werden kann. 
Wird A, um P bewegt, so erhält man ein Flächensystem, das die- 
selben Eigenschaften besitzt, wie die Flächen @.,; es enthält die drei 
Ebenenpaare: 


und eine Doppelebene (05). 

Die Leitstrahlen der Flächen @,.,, liefern desshalb ein Strahlen- 
system S, dritter Ordnung und zweiter Classe, das mit 3, dieselbe Brenn- 
fläche besitzt. Da von einem Punkte der Ebene (01) zwei Tangenten an 
o gelegt werden können, so gehen durch ihn zwei Strahlen von 3, 

Die drei Ebenenpaare des Flächensystems @,os) liefern uns zugleich 
sechs Strahlenbüschel erster Ordnung von &,, welche wir hier anführen 
wollen: 


in (23) den Büschel (235) oder O 


ii - u 
- (24) - - 5) - N 
U: » 2... A 
sl: er 
- (34) (345) 
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Da alle @,,, durch die Punkte PEDA gehen und von den Ebenen (01), 
(02), (03), (04) berührt werden, so enthält &, noch die Büschel erster 


Ordnung: 
in (01) den Büschel (015) oder P 
- (02) - - (025) - E 
- (03) - - (035) - D 
- (04) - - (045) - A. 


Ganz in derselben Weise könnte man aus 8, ein Strahlensystem 3, er- 
halten, indem man die Rhegelschaar von &, betrachtet, welche die Ebene 
(01) in einer durch P gehenden Geraden schneidet. Die Leitschaar einer 
solchen hegelschaar wird einem System &, angehören. Wir wollen zeigen, 
dass &, und &, übereinstimmen. 

Zieht man durch P in (01) irgend eine Gerade A, bringt dann 
dieselbe zum Schnitt mit den Linien b, e, f und verbindet diese Punkte 
bezüglich mit A, D, E, so erhält man drei Gerade, welche als Leitlinien 
eine Regelschaar @,,, bestimmen, die zu 8, gehört. Zieht man ferner 
durch P irgend eine zweite Gerade 4, und projieirt die Sehnittpunkte der- 
selben mit den Linien 5, e, f von den Punkten B, C, F aus, so erhält 
man drei Gerade, die als Leitlinien eine Regelschaar @,,;, bestimmen, welche 


zu 23; eehört. 


58 
Die Strahlen, welehe von A und B 
TR 
-  E-F 


gezogen wurden, kreuzen sich in drei Punkten, welche, wie wir beweisen 
werden, in einer Geraden liegen, die desshalb beiden Leitschaaren @,,, 
und G.s, und somit auch den Systemen &, und 3, angehört. Es wäre 
dann der Nachweis erbracht, dass $&, und 3, identisch sind. 

Irgend ein Strahl auf @,,,, der zu &, gehört, schneidet die drei Ebenen 
(25), (39), (45) in drei Punkten, die wir bezüglich von F, C, B projieiren. 
Die so erhaltenen Strahlen treffen die Ebene (01) in drei Punkten, welche 
auf einer durch P gehenden Geraden liegen müssen. Wir haben nur nöthig, 
für drei Strahlen von @.,, den Nachweis dieser Behauptung zu führen. 
Der durch A gehende Strahl von @,,, liegt in der Ebene (04) und trifft 
desshalb die Ebenen (25) und (35) in Punkten, die resp. auf OF und 0C 
liegen, und welche von F resp. C aus projieirt beide den Punkt 0 in (01) 
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liefern. Derselbe Strahl von @.s) trifft aber (45) in A, welcher Punkt 
von B aus projieirt den Punkt S in (01) giebt. Die Gerade SO geht 
aber durch P. Wenn man ferner noch die D und E enthaltenden 
Strahlen von @,.) betrachtet, so findet man ebenso zwei durch P gehende 
Strahlen, und unsere Behauptung, dass &, und $&; identisch sind, ist erwiesen. 


Setzt man an Stelle von P irgend einen andern der singulären Punkte 
von (01), so erhält man noch drei andere Strahlensysteme, die mit 3, und 
>, zu Flächen zweiter Ordnung gruppirt werden können. 

Jedes dieser Systeme kann nach der einfachen Art in $. 1 construirt 
werden, und je zwei derselben stehen in der Beziehung zu einander, wie 3, 
und 2. 

Wir betrachten das Flächensystem @,,, In Zusammenhang mit der 
Ebene (05), auf welcher es einen durch die vier Punkte P, A, D,E ge- 
henden Curvenbüschel ausschneidet. Der Strahlenbüschel O in (23), welcher 
zu >, gehört, bestimmt auf einer Fläche @,,, eine Involution der Strahlen 
von 3. Diese Regelschaar überträgt die Involution auf die Schnitteurven 
von (05) mit G@us. Das Involutionscentrum ist Mittelpunkt eines Büschels, 


der projeetivisch ist zu der Punktreihe PA, in welcher der Büschel O die 
Ebene (05) schneidet, wenn diejenigen Elemente der Gebilde einander zu- 
gewiesen werden, die sich durch dasselbe Paar der Regelschaar ergeben. 


Auf derselben Fläche @,,, wird in analoger Weise durch den Büschel 
B in (14) eine zweite Involution erzeugt, die auf (05) übertragen einen zu 
der Punktreihe DF projeetivischen Büschel liefert. Die beiden in (05) 
befindlichen Büschel haben einen gemeinsamen Strahl, welcher dem Schnitt- 


punkte der Geraden DF und PA jedesmal entspricht. Die Büschel der 
Ebene (05) und ihre Beziehungen zu den Punktreihen ergeben sich durch 
jede Fläche @,,, in derselben Weise; denn der Schnittgeraden der Ebenen 
(05) und (01), welche dem ersten Büschel angehört, entspricht immer der 
Punkt P, weil (01) die Fläche @,., berührt und desshalb die beiden @.s) 
angehörenden Strahlen von &,, die von OP getroffen werden, in der Schnitt- 
geraden einmünden. Ebenso folgt, dass den Punkten D, A, E jedesmal 
dieselben Geraden von (05) entsprechen. 

In (05) sind nun zwei reeiproke ebene Systeme bestimmt, wenn 
wir die Büschel zu dem einen, die ihnen projeetivischen Punktreihen zu 
dem andern Systeme rechnen. Ferner haben wir zwei Strahlenbüschel 0 
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in (23) und B in (14), welche einen gemeinsamen Strahl besitzen. Es 
geht aus der obigen Entwickelung hervor, dass das System 3, unter Zu- 
hülfenahme dieser Gebilde ebenso construirbar ist, wie es in $. 1 angegeben 
wurde, und dasselbe gilt für 3$,. 

Man könnte nun von der Ebene (05) ausgehend weiter zu neuen 
Strahlensystemen kommen, die aber, wie man leicht erkennt, übereinstimmen 
müssen mit 2,3,3,3,, denn die Ebene (05) ist Tangentialebene für alle 
Flächensysteme @.) u) Eos, @on- 

Wir sprechen nun die Resultate in folgenden Sätzen aus: 

Die sechs Strahlensysteme Z,(@ = 0, 1,2,3,4,5) haben dieselbe 
Brennfläche, dieselben sechzehn singulären Ebenen und zehn singulären 
Punkte. 

Das System 2, hat in allen Ebenen, in deren Bezeichnung « selbst 
auftritt, Strahlenbüschel zweiter Ordnung, in allen übrigen Büschel erster 
Ordnung, deren Mittelpunkte Bezeichnungen tragen, die aus « und der Be- 
zeichnung der Ebene zusammengesetzt sind. 

Je zwei Systeme >, und 2; haben den Büschel zweiter Ordnung 
in der Ebene (a) und ausserdem noch drei Strahlen mit einander gemein. 
Sie lassen sich zusammenfassen in ein System von Flächen zweiter Ordnung 
G..5,, das drei Ebenenpaare enthält und zwar diejenigen sechs Ebenen, deren 
Bezeichnungen weder « noch 9 tragen. (af) selbst ist die dem Flächen- 
systeme angehörende Doppelebene. Das Flächensystem schneidet (a?) in einem 
Curvenbüschel, dessen Grundpunkte die vier in (a9) liegenden singulären Punkte 
sind. Die übrigen acht singulären Ebenen tangiren alle @,.s,. 

Durch jeden Punkt gehen 45 solcher Flächen, und jede Ebene wird 
von 30 derselben berührt. 

Jedes der sechs Strahlensysteme lässt sich auf fünffache Weise durch 
eine Regelschaar zweiten Grades beschreiben. 

Die in $. 1 gegebene Construction für Z, ist für jedes andere System 
in derselben Weise zulässig, und zwar können die reciproken ebenen Systeme 
in fünf verschiedenen Ebenen angenommen werden, nämlich in allen, welche 
einen büschel zweiter Ordnung des Strahlensystems enthalten. Zwei solcher 
Ebenen sind durch das betreffende Strahlensystem eindeutig auf einander be- 
zogen, und zwar ergiebt sich zwischen ihnen eine geometrische Verwandtschaft 


des zweiten Grades. 
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$. 5. 
Die Brennfläche der Strahlensysteme. 

Die sechs Strahlensysteme lassen sich zu je zweien in Systeme von 
tegelflächen gruppiren. Es werden desshalb alle diese Systeme dieselbe 
Brennfläche umhüllen. Jede Regelfläche wird von einer unendlich benach- 
barten desselben Systems geschnitten in einer Raumeurve der vierten Ord- 
nung, längs welcher die Berührung mit der Brennfläche stattfindet. Letztere 
hat die Eigenschaft, dass für jeden ihrer Punkte zwei der durch dieselben 
gehenden Strahlen jedes der Strahlensysteme zusammenfallen, und dass in 
jeder ihrer Tangentialebenen die beiden in ihr liegenden Strahlen sich ver- 
einigen. Wir sind nun im Stande, die Tangentialebenen und die Punkte der 
Brennfläche zu construiren. 

Man betrachte einen beliebigen Strahl !” von &,; alle Strahlen von 
Z,, welche ihn schneiden, bilden zwei Regelflächen, eine zweiter Ordnung, 
die (01) in einem Kegelschnitt trifft, und eine dritter Ordnung, die (01) in 
einer Geraden schneidet. In jeder durch /©” gelegten Ebene befinden sich 
zwei Strahlen von &,, welche diesen verschiedenen Flächen angehören; eine 
Ausnahme bilden nur die beiden Ebenen, welche durch die Schnittpunkte 
des soeben bezeichneten Kegelschnitts mit der Geraden gehen. Jede dieser 
Ebenen hat die Eigenschaft, nur einen Strahl von &,, aber auch nur einen 
von 3, zu enthalten, wie man leicht einsieht, wenn man einer Ebene eine 
Drehung um einen Strahl von $&, ertheilt. Eine solche Ebene besitzt desshalb, 
da an Stelle von &, jedes andere Strahlensystem treten kann, von jedem 
der Systeme nur einen Strahl. Aber diese sechs Strahlen gehen auch sämnt- 
lich durch einen Punkt. Denn betrachtet man den Schnittpunkt zweier 
solcher Strahlen von &, und &,, so ist er der Ebene in der Art zugeordnet, 
dass zwei der durch ihn gehenden Strahlen von 3, sich in einem Strahle 
der Ebene vereinigen; dasselbe gilt für die beiden Strahlen von &,, und 
da an Stelle des letzteren Systems wieder die übrigen treten können, auch 
für alle Systeme. 

Der Punkt gehört der Brennfläche an, und die Ebene ist die zuge- 
hörige Tangentialebene. Die dreissig Flächen @..„, welche diese Ebene 
berühren, fallen zu je zweien zusammen und haben alle den nämlichen Be- 
rührungspunkt. Von den 45 Flächen @,.,;, welche durch den Punkt gehen, 
fallen 30 paarweise zusammen und haben dieselbe Berührungsebene. 
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Da durch den Strahl I“) von 3, zwei solcher Ebenen gehen, so ist 


I” und jeder Strahl irgend eines der Systeme Doppeltangente der Brennfläche 
und man schliesst, dass letztere von der vierten Classe ist. 

Auf dem Strahle /” liegen nun noch zwei andere Punkte der Brenn- 
fläche. Man bemerke nämlich, dass /"” die Doppelgerade einer Regeltläche 
dritter Ordnung ist, welche durch Strahlen von &, gebildet wird; durch jeden 
Punkt von /®” gehen im allgemeinen zwei Strahlen dieser Regelfläche, die, 
von / aus projieirt, die Paare eines involutorischen Ebenenbüschels liefern. 
Die Strahlen von &, in den Ordnungselementen dieser Involution sind je 
zwei zusammenfallende Strahlen für die Punkte von /”, in denen sie ein- 
treffen. Die Ebenen, welche diese Strahlen mit der einfachen Leitgeraden 
der Regelfläche verbinden, die also nicht dureh /" gehen, sind die zugehörigen 
Tangentialebenen der Brennfläche; /©” berührt also in diesen Punkten die 
Brennfläche nicht. Da I in zwei Punkten berührt und in zweien die Fläche 
schneidet, so schliesst man, dass die Brennfläche von der sechsten Ordnung ist. 

Alle vier auf I“” liegenden Punkte sind nach $. 1 mittelst Cirkels und 
Lineals construirbar. 

Wendet man die angegebene Construction auf die Strahlen in den 
singulären Ebenen an, so erkennt man, dass jede derselben die Brenn- 
fläche in einer Curve zweiter Ordnung (der Einhüllenden der in der Ebene 
liegenden Strahlen der Systeme) schneidet und in einem anderen Kegelschnitte, 
der durch die singulären Punkte der Ebene geht, berührt. Die beiden Uurven 
bestimmen die reciproke Beziehung in der Ebene, welche wir zur Construe- 
tion der Strahlensysteme verwenden können, der Art, dass die erste Curve 
der Ort aller Geraden ist, deren entsprechende Punkte auf ihnen liegen, und 
die zweite Curve der Ort dieser Punkte selbst ist; die beiden Kegelschnitte 
berühren einander in zwei Punkten. 

Ferner findet man für jeden singulären Punkt unendlich viele Tan- 
gentialebenen, welche einen Kegel zweiter Ordnung umhüllen und zu welchen 
die sechs daselbst zusammenstossenden singulären Ebenen gehören. Die 
singulären Punkte sind demnach Knotenpunkte der Brennfläche. 

Lässt man den Punkt ZL,, in welchem /® die Ebene (O1) trifft, auf 
einem Kegelschnitt des Büschels (M, N, 0, P) sich bewegen, so beschreibt 
die zugehörige Gerade /, einen Strahlenbüschel zweiter Ordnung, welcher 
vier Tangenten an den Kegelschnitt schiekt, zu denen wieder vier Punkte 
L, gehören. Die durch diese Punkte gehenden Strahlen von &, haben jeder 
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vier unendlich nahe Punkte mit der Brennfläche gemein. Man findet den 
Ort aller solchen Punkte ZL, durch die Schnitte entsprechender Curven eines 
Büschels und einer zu ihm projectivischen Schaar von Curven zweiter Classe, 
welche vier gemeinsame Tangenten haben. Der Ort von Z, ist eine Curve 
der sechsten Ordnung, welche in den vier Punkten M, N, 0, P Doppel- 
punkte hat und ausserdem die sechs Verbindungslinien derselben noch ein- 
mal berührt. Die Curve scheidet die Punkte von (01) in zwei Bereiche; 
die in dem einen Bereich eintreffenden Strahlen von &, haben mit der Brenn- 
tläche reelle Berührungspunkte, die anderen conjugirt imaginäre. 


$. 6. 
Die Reyesche Construction‘). 

Wir betrachten zunächst eine Fläche @,;, und suchen die zu den 
Strahlen dieser Fläche gehörigen Linien in den Ebenen (0«) und (OP). 
Diese Ebenen schneiden einander in einer Geraden, welche durch den Punkt 
(0«P) geht, und diese wird von @,.,, ausser in (0«P) noch in einem zweiten 
Punkte getroffen, durch welchen die in (0«) und (0/5) liegenden zu der 
Regelschaar resp. Leitschaar gehörenden Geraden gehen, wie es in $. 4 
auseinander gesetzt wurde. 

Ein Strahl von 3, und einer von &',, welche beide auf einer G,.;, liegen, 
haben in (Va) und (VP) zugehörige Linien, die auf der Schniltgeraden dieser 
Ebenen zusammenstossen. 

Einem der Strahlensysteme, hier $&,, ertheilen wir nun eine besondere 
Stellung und suchen zu den Strahlen der übrigen Systeme diejenigen Linien 
auf, welche ihnen in den Ebenen (0«) (@=1, 2, 3, 4, 5) zugehören. In 
einer ganz beliebigen Ebene des Raumes liegen von den fünf Systemen zehn 
Strahlen. &, und $, liefern je zwei; es kann aber eine Linie von &, nur 
mit einer von >, auf einer Fläche @,.,, liegen, mit der anderen wird sie 
eine Regelfläche dritter Ordnung bestimmen. Die auf einer G.,;, liegenden 
Linien von 3, und 3, der Ebene haben in (0«) und (0) zugehörige Linien, 
welche sich schneiden. Die zehn Strahlen der beliebigen Ebene haben desshalb 
in den fünf Ebenen (O«) zugehörige Linien, welche sich paarweise schneiden 


*) Vgl. Reye a. a. O. Das hier erhaltene Flächennetz ist reciprok zu dem, welches 
Herr Reye verwendet. 
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und desshalb eine Fläche zweiter Ordnung F, bestimmen, welche die fünf 
Ebenen (0«) als Tangentialebenen besitzt. 
Zu jeder Ebene des Raumes gehört in dieser Weise eine Fläche 


der zweiten Ordnung F,, welche von der Ebene berührt wird. Beide schneiden 
sich in den zwei zu >, gehörenden Strahlen; denn zu einem Strahle 
/® von Z, gehört in (0«) eine Linie, die von denjenigen /“ treffenden 
Strahlen des Systems 3, geschnitten wird, welche auf einer Fläche dritter 
Ordnung liegen, deren Doppelgerade /‘ ist. Es haben demnach die in 
der Ebene liegenden Strahlen von 3, je fünf Punkte mit F, 
liegen desshalb auf F.. 

Bewegt sich die Ebene um eine Gerade, so werden die beiden in 
ihr liegenden Strahlen von &, die Ebene (0«) stets in zwei Punkten 
treffen, deren Verbindungslinien einen Strahlenbüschel erster Ordnung 
bilden. In der reciproken Beziehung in (0«) erhalten wir daher als Ort 
der Schnittpunkte der zu den Strahlen gehörigen Linien eine 
Punktreihe. 

Daher: Die Berührungspunkte der den Ebenen eines Büschels ent- 
sprechenden F, mit den festen Tangentialebenen beschreiben gerade Linien; 
oder F, beschreibt eine Flächenschaar. 

Dreht sich die Ebene um einen Punkt, so erhalten wir einfach unend- 
lich viele Flächenschaaren, von welchen je zwei eine gemeinschaftliche 
Fläche haben. F, beschreibt eine Schaar-Schaar. 

Man erkennt hiernach, dass alle Flächen F, ein Netz bilden, welches 


gemein und 


gerade 


fünf feste Tangentialebenen besitzt. Dieses Netz ist projectivisch bezogen auf 
alle Ebenen des Raumes, und jede Fläche wird von der ihr entsprechenden 
Ebene berührt. 

Hauptstrahlen des Netzes sind zunächst alle Linien der Ebenen (V«), 
welchen in der projectivischen Verwandtschaft die Strahlensysteme Z, entsprechen. 

Ausserdem sind noch alle Strahlen von >, Hauptstrahlen des Netzes 
und entsprechen sich selbst. 

Durch jeden Punkt des Raumes gehen drei Strahlen von &,, welche 
drei Ebenen bestimmen, die mit den fünf festen Ebenen (V«) acht assocürte 
Ebenen bilden. 

Alle Ebenen, welche Strahlen von &, verbinden, die in Punkten einer 
beliebigen Ebene zusammentreffen, umhüllen eine F,. 

Ist F, eine besondere Fläche, welche aus einem doppelt zählenden 
3* 
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Kegelschnitt resp. der doppelt zählenden Ebene desselben besteht, so berührt 
F, bekanntlich die Kernfläche des Netzes. Die entsprechende Ebene hat 
mit dieser Fläche einen zweimal zählenden Strahl von &, gemein, und in 
der Ebene liegt kein weiterer Strahl dieses Systemes. 

Die Doppelebenen des Netzes entsprechen den Tangentialebenen der 
brennfläcke eindeutig, und diese ist dadurch auf die Kernfläche abgebildet. 

Die Tangentialebenen der letzteren, die auch von der vierten Classe 
ist, können nach $. 5 construirt werden, worauf aber nicht näher eingegangen 
werden soll. 

Die sechs Strahlensysteme I&,(@=0, 1, 2, 3, 4, 5) sind die Haupt- 
strahlen von sechs verschiedenen Flächennetzen, von welchen jedes fünf feste 
Tangentialebenen besitzt. 

Den zehn Punktepaaren eines Netzes entsprechen stets die zehn nicht 
das Netz berührenden singulären Ebenen der Brennfläche. 

Jedes Punktepaar enthält einen Punkt, welcher mit einem singulären 
Punkte der brennfläche zusammenfällt. 

Betrachten wir nämlich das aus >, hervorgehende Netz. Die 
drei Ebenen (01), (02), (03) schneiden sich in einem Punkte, der zu einem 
Punktepaare gehört; der zweite Punkt des Paares liegt auf der Schnitt- 
geraden von (04) und (05). Dem Paare entspricht eine durch den zweiten 
Punkt gehende Ebene, die alle Strahlen von &, enthält, welehe den durch 
den ersten Punkt gehenden in (01) liegenden Geraden zugehören. Diese 
Strahlen von $&, liegen aber in der Ebene (5A) oder (45) und bilden da- 
selbst einen Büschel mit dem Mittelpunkte B. Die drei Ebenen (04), (05), (45) 
schneiden einander aber in (045) oder A, welcher Punkt mit dem Schnitt- 
punkte der Ebenen (01), (02), (03) ein Punktepaar des Netzes bildet. Ebenso 
findet man, dass die Punkte: 


M oder (012) und der Schnittpunkt von (03), (04), (05) 


N r (013) 5 E 5 r (02), (04), (05) 
0 - (014) - - - (02), (03), (05) 
P +: Win: >: ;=- - - (02), (03), (04) ete. 


Punktepaare des Netzes bilden. 

Wir können nun zeigen, dass jedes Flächennetz mit fünf festen Tan- 
gentialebenen eine Construction seiner Hauptstrahlen zulässt, wie sie für das 
Strahlensystem 3, gegeben worden. ist. 



























u re 


ET 




















W. Stahl, Strahlensystem dritter Ordnung und zweiter (lasse. 2] 


Das Netz ist vollständig bestimmt durch vier seiner Punktepaare. 


Wir greifen vier heraus, und zwar solche, deren Punkte (welche nicht in 
den Schnittpunkten dreier Ebenen liegen) sich in einer der festen Ebenen 
befinden. Diese Punkte bezeichnen wir mit M, N, O0, P; die Ebene mit 
(01); die durch M, N, O0, P gehenden festen Tlangentialebenen nennen wir 
(02), (03), (04), (05) und bestimmen nun in (O1) eine reeiproke Verwandt- 
schaft der Art, dass dem Punkte 


M die Schnittgerade von (01), (02) 
N - - - (01), (03) 
0 - : - (01), (04) 
Fi. - - (01), (05) 


entspricht. Wir eonstruiren ferner die Punkte A und B, indem wir durch 
den Diagonalpunkt MN OP die Gerade legen, welche die Schnittlinie der 
Ebenen (04) und (05) und gleichzeitig die der Ebenen (02) und (03) trifft: 
auf der ersten Geraden erhält man so den Punkt A, auf der zweiten den 
Punkt B. Nun mache man die Construction von 3, nach $. 1 und man 
wird die Hauptstrahlen des Flächennetzes erhalten. 


8.7 


Specialfälle. 

Von den mannichfachen >Speeialisirungen der Strahlensysteme will 
ich nur zwei anführen, welche besonderes Interesse bieten. Ich schliesse 
wieder an die in $. 1 gegebene Uonstruction an. 

Das reeiproke System in der Ebene (O1) sei ein Polarsystem; die 
beiden Strahlenbüschel A und B seien wie früher der Art angenommen, 
dass sie einen gemeinschaftlichen Strahl haben. Das System 3, steht dann 
in enger Beziehung zu einem Strahlencomplex zweiten Grades. Plücker*) 
hat in Bezug auf einen solehen Complex jeder Geraden des Raumes eine 
Polare zugeordnet. Bewegt sich die Gerade in einer Ebene (01), so be- 
schreibt die Polare ein Strahlensystem >, Die singulären Punkte des 
Strahlensystems liegen so, dass die Geraden AB, CD, EF in einem Punkte 
K zusammentreffen, welcher durch die mit ihm auf einer Geraden liegenden 
singulären Punkte von der Ebene (01) harmonisch getrennt ist. Der Punkt 


*) Plücker, Neue Geometrie des Raumes. Leipzig 1568. S. 319. 








22 W. Stahl, Strahlensystem dritter Ordnung und zweiter Classe. 





K ist nach Plücker der Pol der Ebene (01) in Bezug auf den Complex. 
Das Strahlensystem &, geht aus 3, durch eine involutorisch-collineare Be- 
ziehung zweier räumlichen Systeme hervor; das Involutionscentrum ist 
der Punkt K, die Involutionsebene (01). Das Strahlensystem >, hat für 
den Complex zweiten Grades die Bedeutung, dass es alle Polaraxen der 
Ebene (01) in Bezug auf die Complexkegel enthält, deren Mittelpunkte 
dieser Ebene angehören. 

Durch die collineare Verwandtschaft, die zwischen &, und &, besteht, 
gehen die übrigen Strahlensysteme 3,, 3,, &,, 3, jedes in sich selbst über. 

Die vier Punkte M, N, O0, P liefern ein Polardreieck der Ordnungs- 
curve des in (01) befindlichen Polarsystems. Jeder Eckpunkt des Dreiecks 
kann als Involutionscentrum, die Ebene, welche die anderen Eckpunkte 
mit X verbindet, zur Involutionsebene zweier collinearen räumlichen Systeme 
gewählt werden; es geht dann wieder 3, in &, und die anderen Strahlen- 
systeme paarweise in einander über. 

Für alle Regelflächen, welche 3, und >, verbinden, giebt es ein 
gemeinschaftliches Polartetraeder. 

Die Brennfläche der Strahlensysteme hat in der Ordnungscurve des 
Polarsystems in (01) eine Cuspidalkante. 

Eine weitere Speeialisirung erhält man, wenn die vier Punkte M, 
N, O0, P vier harmonische Punkte der ÖOrdnungscurve des Polarsystems 
werden. Dann erhält die Brennfläche drei Cuspidalkanten in den Ebenen 
(01), (45), (23), und die sechs Strahlensysteme sind dadurch paarweise 
geordnet. Zwei Systeme eines Paares haben die Beziehung zu einander, 
welche bei dem ersten Specialfall zwischen 3, und 3, gefunden wurde. 
Die drei Cuspidalkanten liegen auf einer Fläche zweiter Ordnung, und es 
bleiben nur vier eigentliche Knotenpunkte der Brennfläche übrig, welche 
in einer Ebene liegen. Die Gleichung der Brennfläche nimmt die einfache 
Form 4(@°’+ y’+2°—r’)’— 273°(2°--y’)’ =0 an. 
Aachen im Juli 1880. 
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Ueber diejenigen Punkte auf positiv gekrümmten 
Flächen, welche die Eigenschaft haben, dass die von 
ihnen ausgehenden geodätischen Linien nie aufhören, 


kürzeste Linien zu sein. 
(Hierzu Taf. I Fig. 2.) 


J 


(Von Herrn Hans v. Mangoldt in Freiburg in Baden.) 


I C. @. J. Jacobis „Vorlesungen über Dynamik“, herausgegeben 
von Clebsch (Berlin, &. Reimer, 1866), findet sich auf pag. 46 folgende Stelle: 

„Wenn man von einem Punkt einer Oberfläche nach allen Rich- 
tungen kürzeste Linien zieht, so können zwei Fälle eintreten: zwei unendlich 
nahe kürzeste Linien laufen entweder fortwährend neben einander, ohne 
sich zu schneiden, oder sie schneiden sich wiederum, und alsdann bildet 
die Continuität aller Durchschnittspunkte ihre einhüllende Curve. Im ersten 
Fall hören die kürzesten Linien nie auf kürzeste zu sein, im zweiten sind sie 
es nur bis zum Berührungspunkte mit der einhüllenden Curve. 

Das Erstere findet, wie sich von selbst versteht, bei allen deve- 
loppabeln Flächen statt, denn in der Ebene schneiden sich die durel) 
einen Punkt gehenden Geraden nie wieder; ferner findet es auch, wie ich 
gefunden habe, bei allen concav-convexen Flächen statt, d. h. bei denjenigen. 
in welchen zwei auf einander senkrechte Normalschnitte ihre Krümmungs- 
halbmesser nach entgegengesetzten Seiten haben, z. B. bei dem einschaligen 
Hyperboloid und bei dem hyperbolischen Paraboloid. Hiermit soll übrigens 
nicht gesagt sein, dass es nicht auch concav-concave Flächen geben könnte, 
welche in diese Kategorie gehören, wenigstens ist die Unmöglichkeit hiervon 
nicht bewiesen. Ein Beispiel der zweiten Art giebt das Revolutions- 
ellipsoid.“ 

Die hier aufgeworfenen Fragen, auf deren Behandlung Jacobi selbst 
nirgends weiter eingegangen ist, sind bereits mehrfach Gegenstand der Be- 
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trachtung gewesen.*) Dabei sind namentlich verschiedene Beweise des 
Satzes gefunden worden, dass auf einer negativ gekrümmten Fläche zwei 
unendlich nahe benachbarte geodätische Linien, welche von einem Punkte 
ausgehen, sich nicht wieder schneiden. Aber für Flächen positiven Krüm- 
mungsmasses scheint mir das angegebene Problem noch nicht vollständig 
erledigt zu sein. 

In der vorliegenden Arbeit sollen daher diese letzteren nach einer 
kurzen Zusammenstellung der Beweise des Satzes für negativ gekrümmte 
Flächen den Hauptgegenstand der Betrachtung bilden. Die dabei gewonnenen 
Resultate sind in Kürze folgende: die vom Scheitel eines Rotations-Para- 
boloids, oder zweischaligen Rotations-Hyperboloids ausgehenden Meridiane 
bilden ein erstes Beispiel von geodätischen Linien auf positiv gekrümmten 
Flächen, welche von einem Punkte ausgehen, ohne sich wieder zu treffen. 
Dieses Beispiel führt dazu, auf jeder Fläche zwei verschiedene Arten von 
Punkten zu unterscheiden: Erstens solche, die so beschaffen sind, dass unter 
den von ihnen ausgehenden geodätischen Linien zwei unendlich nahe benach- 
barte sich niemals schneiden, und zweitens solche, bei denen unter den von 
ihnen ausgehenden geodätischen Linien wenigstens einige vorkommen, welche 
von den unendlich nahe benachbarten geschnitten werden. Zur Abkürzung 
bezeichnen wir diese Punkte resp. als Punkte erster und zweiter Art. 

Beschränkt man nun die Betrachtung auf Flächen, welche von Sin- 
sularitäten frei sind, so zeigt sich zunächst, dass eine durchweg positiv 
gekrümmte Fläche überhaupt nur dann Punkte erster Art enthalten kann, 
wenn ihre eurvatura integra nicht grösser ist, als die halbe Einheits-Kugel, 
d. h. wenn die Fläche offen ist, wie z. B. ein elliptisches Paraboloid, oder 
die eine Schale eines zweischaligen Hyperboloids. Aber auch wenn diese 
Bedingung erfüllt ist, können unmöglich alle Punkte von der ersten Art 
sein; die Punkte erster Art erfüllen vielmehr stets nur einen endlichen 





*) Man vergleiche: Christoffel, „Allgemeine Theorie der geodätischen Dreiecke“, 
Abhandlungen der Kgl. Akad. der Wiss. zu Berlin, 1868, pag. 151—153. — W. Thom- 
son und P. Tait, Handbuch der theoretischen "Physik, deutsche Uebersetzung von 
Dr. H. Heimholtz und G. Wertheim, 1. Bd. 1. Theil, pag. 324. — Die Dissertation des 
Herrn Dr. A. v. Braunmühl, „Ueber geodätische Linien auf Rotationsflächen und jene 
Einhüllenden derselben, welche von allen durch einen Punkt gehenden kürzesten 
Linien gebildet werden“, München (1878), von welcher ein mehrere Zusätze enthal- 
tender Auszug in den Math. Annalen, Bd. XIV, pag. 557 f. erschienen ist. — Endlich 
0. Bonnet, „Sur quelques propriectes des lignes geodesiques“, Comptes rendus de l’Ac. 
des Sciences T. 40, pag. 1311—1313. 
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Theil der Fläche, der aus einem, oder mehreren zusammenhängenden Stücken 
bestehen kann, während der Rest nur Punkte zweiter Art enthält. — 
Schliesslich wird für die hier in Betracht kommenden Flächen zweiten 
Grades die Gestalt der Curve untersucht, welche die Bereiche der Punkte 
erster und zweiter Art von einander scheidet. Auf dem zweischaligen Hyper- 
boloid besitzt diese eine lemniscatenartige Gestalt. Das (Gebiet der Punkte 
erster Art ist nämlich bei dem Rotations-Hyperboloid ein den Scheitel ent- 
haltendes Flächenstück, welches von einem Parallelkreis begrenzt wird. 
Und lässt man das Rotations-Hyperboloid dadurch in ein dreiaxiges Hyper- 
boloid übergehen, dass man die eine der beiden gleichen Axen verkleinert, 
so schnürt sich der Bereich der Punkte erster Art in der Umgebung des 
Scheitels zusammen, bis er zuletzt in zwei getrennte Flächentheile zerfällt, 
welche nur noch die Nabelpunkte umgeben. — Auf den Paraboloiden endlich 
giebt es nur einzelne diserete Punkte erster Art, und zwar sind dies auf 
dem Rotations-Paraboloid der Scheitel und auf dem elliptischen Paraboloid 
die beiden Nabelpunkte. 


I. 


Beweis des Jacobischen Satzes für Flächen negativen Krümmungsmasses. 

Es sei eine beliebige Fläche vorgelegt, über deren Krümmung wir 
zunächst noch nichts voraussetzen, und es sei A einer ihrer Punkte, in 
welchem sie keine Singularitäten besitzt, so dass man ihn zum Anfangs- 
punkt eines Systems geodätischer Polareoordinaten nehmen kann. Man 
bezeichne mit « die Länge des geodätischen Bogens von A bis zu einem 
beliebigen Punkte B der Fläche und mit oe den Winkel, den das erste Element 
dieses Bogens mit einer in der Tlangentialebene des Punktes A willkürlich 
fixirten Richtung bildet. Ferner seien x, y, 3 die Coordinaten des Punktes 
B in einem dreiaxigen rechtwinkligen Coordinatensystem. Für die in der 
Nähe von A gelegenen Punkte der Fläche sind dann x, y, = analytische 
Funetionen 

c=y(lu,0); y=vl(auo); 3=yY(u,o) 
der beiden Grössen a, v, welche die beiden partiellen Differentialgleichungen 


u = 


91, dv dw 


und 
04 cY _ Oo 


—- 


cu © cu 90 ' au ©e 
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erfüllen. Zur Abkürzung setzen wir | 


CARE) 


mit der näheren Bestimmung, dass für die in der Nähe von A gelegenen 
Punkte der positive Werth der Wurzel genommen werden soll. Nach Gauss 
(Disq. gen. ce. sup. curv. Werke, Bd. IV, pag. 244) ist dann für «= 0 


m=(0 und a =1 
uU 


an 


bei beliebigem Werthe von eo. 

Wir wollen uns nun die Fläche frei von allen solchen Singularitäten 
denken, welche eine Fortsetzung der geodätischen Linien unmöglich machen, 
d. h. analytisch ausgedrückt, wir nehmen an, dass die Functionen %, w, x 
für alle endlichen und reellen Werthe der Argumente «, o existiren und 
den Charakter ganzer Functionen besitzen. In Bezug auf das Argument ® 
sollen sie ferner die Periode 2 haben. Wir fassen nun zwei benachbarte 
von A ausgehende geodätische Linien, welche den Werthen ©, und v,+do 
von o entsprechen, näher ins Auge und nehmen an, dass diese Linien noch 
einen zweiten Schnittpunkt besitzen, dessen geodätische Entfernung von A F 
sich bei unbegrenzter Abnahme von do einer endlichen Grenze «, nähert. 
Soll dies der Fall sein, so müssen zwei innerhalb gewisser Grenzen con- 
vergente und zugleich mit do verschwindende Potenzreihen r, s der Variabeln 
de existiren, welche die folgenden drei Gleichungen gleichzeitig erfüllen: 


Sr 20 


BL pa Ur ER SE 


Pe ERS 


Yylu+tr, dv) = Yyluts, v,+do), 
(3.) v(u+tr, d,) v(ü-+s, 0,+deo), 
ılWu-+tr, Wu+8S, v,+de), 


* i 
En en 77 20.770,70 255 


S 
—_ 
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or d 
= sr) + do: .... 
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) = 


Hierbei, so wie in dem zunächst Folgenden muss man sich in den partiellen 







ie . O1 oy Bi u ; 
Differentialquotienten 2 a. 4 Es - für «, o die Specialwerthe «,, o, 


substituirt denken. — Multiplieirt man diese drei Gleichungen resp. mit 
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=] 


= = und addirt, so ergiebt sich in Folge der Gleichung (1.) 


0 = m’do-+--- 
d. h. die geodätischen Polarcoordinaten u,, v, des Schnittpunktes zweier unend- 
lich nahe benachbarten geodätischen Linien, welche von A ausgehen, müssen 
die Gleichung 
m = 0 
erfüllen. 
Nun besteht aber zwischen der Grösse m und dem Krümmungsmass 


k der Fläche im Punkte u, oe die Gleichung (Gauss, Disq. gen. ete. Werke, 
Bd. IV, pag. 244) 


n2 
tm = 0. 
Wenn wir daher zu unseren bisherigen Voraussetzungen noch die neue 
hinzufügen, dass auch die Function k für alle endlichen reellen Werth- 
systeme a, e den Charakter einer ganzen Funetion besitzt und beständig 
O’m 


ou? 
ng 


. . om , e 
kleine Werthe von «a ist aber m, also auch 7,5 positiv. Also nimmt 


negativ bleibt, so müssen m und stets dasselbe Zeichen haben. Für 


von dem Anfangswerth 1 ausgehend mit wachsendem # zu. Folglich wächst 
auch m mit wachsendem x, und zwar ist seine Zunahme eine beschleunigte; 
m bleibt daher auf der ganzen Fläche positiv und verschwindet nur für 
a=(0. Also können zwei unendlich nahe benachbarte geodätische Linien, 
welche von A ausgehen, sich niemals wieder schneiden. Da A ein ganz 
beliebiger Punkt unserer Fläche war, so ist hiermit bewiesen, dass eine 
durchweg negativ gekrümmte Fläche nur Punkte erster Art enthalten kann. 

Dies ist der von Herrn Christoffel in der oben eitirten Abhand- 
lung gegebene Beweis. Er zeigt nur, dass zwei unendlich nahe benachbarte 
von einem Punkt ausgehende geodätische Linien sich nicht wieder schneiden, 
lässt aber die Frage offen, ob vielleicht zwei geodätische Linien, welche 
unter einem Winkel von endlicher Grösse von einem ersten Schnittpunkt 
ausgehen, noch ein zweites Mal zusammentreffen können. Diese Frage 
wird durch den folgenden zweiten Beweis erledigt, der sich in dem Hand- 
buche von Thomson und Tait a. a. O. angedeutet findet. 

Nach einem bekannten T’heorem von Gauss (Disq. gen. ete. Werke, 
Bd. IV, pag. 246) ist die curvatura integra eines endlichen, stetig gekrümm- 

4% 
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ten Flächenstücks, welches von » geodätischen Linien begrenzt wird, gleich 


dem Ueberschuss der Summe seiner Winkel über (2n — 4) u und zwar auch 


dem Zeichen nach. Auf einer Fläche negativer Krümmung können sich 
daher zwei unendlich nahe benachbarte geodätische Linien nicht wieder 
schneiden, denn sonst würden sie ein Zweieck bilden, welches eine negative 
curvatura integra, aber eine positive Winkelsumme besässe. Und schneiden 
sich zwei geodätische Linien unter einem Winkel von endlicher Grösse, so 
ist ein zweites Zusammentreffen nur in zwei Fällen möglich: Entweder, wenn 
die Fläche Punkte besitzt, wo das Krümmungsmass unendlich wird, oder 
zu existiren aufhört; oder, wenn die Fläche eine mehrfach zusammenhän- 
gende ist, wie z. B. ein einschaliges Hyperboloid. Dagegen können sich 
auf einer Fläche, wie z. B. dem hyperbolischen Paraboloide, welche in allen 
Punkten eine negative Krümmung von endlicher Grösse besitzt und nur ein- 
fach zusammenhängt, irgend zwei geodätische Linien nie in mehr als einem 
Punkte schneiden. 


Il. 


Untersuchung der Flächen positiven Krümmungsmasses. 


Für die Untersuchung der Flächen positiver Krümmung behalten 
wir die im vorigen Abschnitt eingeführten Bezeichnungen und Voraus- 
setzungen bei, mit der einzigen Aenderung, dass wir die Grösse %k jetzt als 
beständig positiv voraussetzen. Wir hatten gefunden, dass die geodätischen 
Polareoordinaten «,, eo, des Schnittpunktes zweier unendlich nahe benach- 
barten von A ausgehenden geodätischen Linien die Gleichung m = er- 
füllen müssen. Diese Bedingung erweist sich nun in unserem Falle nicht bloss 
als nothwendig, sondern auch als hinreichend. In der Voraussetzung, dass 
die Fläche im Punkte «,, e, ein Krümmungsmass von endlicher Grösse 
besitzt, ist nämlich die andere enthalten, dass in diesem Punkte sowie in 
allen Punkten seiner Umgebung eine und nur eine völlig bestimmte Normale 
existirt, deren Richtung sich stetig ändert. Bezeichnen daher x&,, y,, 3, die 
rechtwinkligen Coordinaten des Punktes «,, eo, und &,+dx, yı+dy, 2,+ ds 
die Coordinaten eines beliebigen Punktes seiner Umgebung, so kann man 
es durch eine passende Drehung des Coordinatensystems stets erreichen, dass 
durch irgend zwei der Grössen dx, dy, dz die dritte eindeutig bestimmt ist. 
Wenn wir uns das Coordinatensystem von vorn herein so gewählt denken, 
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dass dies eintritt, so wird jede der Gleichungen (3.) eine Folge der beiden 
anderen, und wir haben nur zu zeigen, dass zwei Potenzreihen r, s existiren, 
welche irgend zwei dieser Gleichungen befriedigen. IHlierzu müssen wir 
aus den Differentialgleicehungen (1.) und (2.) zunächst einige Folgerungen 
ziehen. Wir schreiben diese Gleichungen in der abgekürzten Form 

=( 4 iı mi 3.7 =6, 


ou oV 


wo das Zeichen & andeutet, dass in dem darunter stehenden Ausdruck & mit 
vw und x vertauscht und die drei so erhaltenen Grössen addirt werden sollen. 

Durch Differentiation der ersten Gleichung nach x und nach e ergeben 
sich die Gleichungen 


4) = a 
A ou ou I 
ar o 0% 

(9.) z I .— ’ — (), 


OU cuodv 


und durch Differentiation der zweiten nach x und ® 


au Ai BE Arie. a, DENT 
ou ou OU JUOVU 

n op op og vo’ 

(d.) =( a ; » N r 4 N u. n.2 ) _— ), 
cuUodü oO cu or 


Aus den Gleichungen (5.) und (6.) folgt 


>; . 4 


6 u” OU 


De 


und durch Differentiation dieser Gleichung nach x und o ergeben sich 


Oo .: °F op Op N\ 
. >y r u _ .— — () 
(8.) 2( ou’ Au: Qu u, 
und 
ot fehlrı oO’ 
(9.) > Es. en A ET} 
ou ’oV OU OH oU 
r . u bee O1 Oow 4, i 
Für den betrachteten Punkt. wo die drei Grössen — 7. 77, # sämmtlieh 
OU OU oU 


verschwinden, nehmen die Gleichungen (7.), (8.), (9.) resp. die Form an 
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Nun ist unter den Determinanten zweiten Grades aus dem System 
°p 


ar 


Dh u 4 

ou? ou? ou? 
mindestens eine von Null verschieden; denn wären die entsprechenden 
Elemente beider Zeilen einander proportional, so würden die Gleichungen 
(1.) und (4.) einander widersprechen, ausser in dem Fall, wenn alle Elemente 
der zweiten Zeile Null wären. Dies kann aber hier gar nicht eintreten, 


weil sonst der Krümmungsradius 


der Curve e=o, im Punkte u=u, unendlich, also das Krümmungsmass k 
in diesem Punkte Null, oder negativ sein müsste. Daher ergiebt sich aus 
den Gleichungen (5.) und (10.)— (12.) das später zu benutzende Resultat, 
dass die Elemente der beiden Zeilen 

Kr 

Oudv ud Hude 

Op Oo’ 0°y 

or? O0 


einander proportional sein müssen. Denn sieht man in den Gleichungen (5.) 





ng no 


. Nm Op op De E O’p 
und (11.) die Grössen 2 und ET als Coefficienten, Sc 


Unbekannte an, so sind diese Gleichungen von einander unabhängig, so dass 


..+ aber als 


2 


. Ö 2 . 
das zweite Lösungssystem a welches sie in Folge der Gleichungen 


(10.) und (12.) besitzen, sich von dem ersten nur durch einen constanten 
Factor unterscheiden kann. Hierbei ist noch wichtig zu bemerken, dass die 


ng 


op 
ouodv 


m der Differentialgleichung 


drei Grössen --. selbst jedenfalls nicht sämmtlich Null sind; denn da 


O’m 
But + k.m = 


® \ om N j ; 
genügt, so muss, wenn m verschwindet, —— von Null verschieden sein, weil 


Ö’ 


sonst durch wiederholte Differentiation jener Gleichung nach « folgen würde, 
dass im Punkte «,, ©, die partiellen Ableitungen von m nach « sämmtlich 
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gleich 0 wären. Nun folgt aber aus der reg 


m - (7 °Y 


» 


durch Differentiation nach 


om o 0% 
ei En 
ou oo duoo’ 


und wäre 


pp 2. o’y 9 a 
Sud Gud Aua 
so würde die rechte Seite der vorstehenden Gleichung als Funetion von 
betrachtet im Punkte «,, vo, mindestens von der zweiten, die linke aber nur 
von der ersten Ordnung verschwinden. Hieraus folgt endlich, dass mindestens 
eine der Determinanten zweiten Grades aus dem System 
op Op 0% 
ou ou ou 
0’ [ oO’w Ö . 
Oudoe dudv ducv 
von Null verschieden ist, denn sonst ständen die Gleichungen (1.) und 
in Widerspruch mit einander. 
Wir entwickeln nun beide Seiten der Gleichungen (3.) bis zu den 


5 . . “ . * . . . op ’ 
Gliedern dritter Dimension. Dies giebt, wenn wir die mit a behafteten 


Glieder sowie die Grösse p(a,, v,), welche auf beiden Seiten vorkommt, 
gleich weglassen: 


op op o’p o’p s 
13. -r Fr eo —_. 3 8 - :s do „% de‘) ... 
( 3.) cu +2 + ou sr? ou” + Ouoo .. " 
und zwei ähnliche a in vw und 2. 
“ [7 E . [2 [7 [2 00 Oo OÖ 
Multiplieirt man diese drei Gleichungen resp. mit H , nn 22 und 
®j p 7 © 


addirt, so ergiebt sich in Folge der Gleichungen (4.), (5.) und (10.), dass 
die Glieder erster und zweiter Dimension in- den Entwickelungen von r und 
s übereinstimmen. Wir setzen daher zunächst 


r = ado+a,do’+de' WB (dv), 
s = amdo+a,de’ +de’%, (dv). 


dann zeigt die Vergleichung der Coeffieienten von de’ in den vorstehenden 
Gleichungen, dass 
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oder 


22 2 22 
c’y o’w 04 
or’ cv” s or” 
Tr ET Er 
op ow O4 
ouov ou ov ou oDv 


sein muss. Behalten wir zur Abkürzung für die drei rechts stehenden 
(Juotienten das gemeinsame Zeichen a, bei, so können wir also setzen 


r=a,.de+o.d, s=r+e.dvo’ = a,.de+o.do +..de 


und haben nun bloss zu zeigen, dass zwei zugleich mit do verschwindende 
Potenzreihen eE, & existiren, welche irgend zwei der drei Gleichungen er- 
füllen, die aus den Gleichungen (13.) durch Substitution der eben angegebenen 
Werthe von r und s hervorgehen. Wenn wir diejenigen Glieder. welche 
auf beiden Seiten vorkommen, oder verschwinden, oder sich gegenseitig 
zerstören, gleich weglassen, so können wir alle drei Gleichungen durch do’ 
dividiren. Bei Weglassung auch dieses Factors erhält die erste Gleichung 
die Gestalt 


.. , op o 0% 2 O’g oO’ 
(14) 0-8 + tat )t 


ou dudv u’oo v’ 

und die beiden anderen Gleichungen ergeben sich durch Vertauschung von 
y mit w und %. Hier ist aber nach dem Obigen mindestens eine der aus 
den Coefficienten von e und oe gebildeten Determinanten von Null verschieden. 
Also giebt es wirklich zwei Potenzreihen &, o, welehe zwei der Gleichungen 
(14.) erfüllen, und damit ist unsere Behauptung erwiesen. 

Wir nehmen nun an, der Punkt A sei von der ersten Art, d. h. also m 
sei auf der ganzen Fläche mit alleiniger Ausnahme des Punktes A von Null 








1 Li u 42 ., O’m a 
verschieden und positiv. Da jetzt k positiv ist, so ist Ya — k.m negatıv, 





Om: . “ : 
und „, immt daher von dem Anfangswerthe 1 für «=0 ausgehend mit 


wachsendem # beständig ab. Dabei kann diese Grösse aber nicht bis zu Null 
herabsinken: denn würde sie für irgend ein endliches Werthepaar z, e einmal 
Null, so würde sie bei weiterer Vergrösserung von u negativ werden, und 
es gäbe einen Punkt «,, ©, WO = einen negativen Werth, —a, besässe. 
Bezeichnet m, den Werth von m in diesem Punkte, so würde m, wenn « 3 
weiter wächst, schneller abnehmen, als die Grösse m,— «a (u— u,), also noth- F 
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wendig einmal Null werden, gegen die Voraussetzung. Wir denken uns nun 
um den Punkt A mit dem beliebigen Radius U einen geodätischen Kreis 
geschlagen und betrachten den Sector, der aus diesem durch die beiden 
Radien ausgeschnitten wird, welche den Werthen ©, >e, von v entsprechen. 
Die curvatura integra C dieses Seetors wird dargestellt durch das Integral 


Ur U fr o’m 
C= / k.m.dude = —/ —— du de 
d ou 
0 v, 0 r, 
2 om 
=/ 1-(2 ) ja <o.-0, 
ı OU /u=U 
r, 


Da die Grösse C mit wachsendem U beständig zunimmt, ohne indess die 
Grenze ©,—v, erreichen zu können, so muss sie sich mit unbegrenzt 
wachsendem U einer endlichen Grenze 


C = ®; un (je 


nähern, welche wir die „curvatura integra des Winkels der beiden betrachteten 
geodätischen Linien“ nennen wollen. 

Hiernach ist also die curvatura integra des Winkels zweier geodätischen 
Linien, welche von A ausgehen, niemals grösser als dieser Winkel selbst. 
Nehmen wir die Differenz 0, — ev, = 2n, so ergiebt sich folgender Satz: 

Schlägt man um den Punkt A als Mittelpunkt einen geodätischen Kreis, 
so nähert sich dessen curvatura integra bei unbegrenzt wachsendem Radius 
einer endlichen Grenze K ——. 2n. 

Die Grösse K werden wir passend als „eurvatura integra“ der ganzen 
Fläche bezeichnen. Sie ist bei den hier gemachten Voraussetzungen nie 
grösser als die halbe Oberfläche der Einheits-Kugel, d. h. unsere Fläche 
muss eine offene sein, wenn sie einen Punkt erster Art enthalten soll. 

Nun können wir mit leichter Mühe den Satz beweisen, dass jede 
Fläche positiven Krümmungsmasses nothwendig Punkte zweiter Art enthält. 
Hierzu dient zunächst Folgendes: Wenn wir unter Beibehaltung unserer bis- 
herigen Bezeichnungen auf unserer Fläche irgend ein geodätisches Dreieck 
zeichnen, welches den Punkt A zu einem Eckpunkt hat, und den Winkel 
bei A mit «, die beiden anderen mit ?, y bezeichnen, so muss stets 
P+y<-7 sein; denn wäre P+y>n, so wäre a+ß+y—n>e, d.h. die 
eurvatura integra des Dreiecks, welche doch nur einen Theil der eurvatura 
integra des Winkels « bildet, wäre grösser als dieser letztere, gegen das 
oben Bewiesene. Wir schlagen nun um A mit dem willkürlich gewählten 


- 
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Radius a, einen geodätischen Kreis und wählen auf dessen Peripherie eben- 
falls willkürlich einen Punkt P, (w,, v,), (Taf. I, Fig. 2), durch den wir eine 
geodätische Linie senkrecht zu dem Radius AP, ziehen. Diese ist dann eine 
geodätische Tangente des Kreises, denn sie schneidet jeden von AP, ver- 
schiedenen Radius unter spitzem Winkel, trifft also nieht den Radius selbst, 
sondern dessen Verlängerung. Nun lassen wir auf der geodätischen Tangente 
durch P, einen Punkt P(a, v) in der Richtung der wachsenden o fortschreiten 
und beweisen, dass dieser im Lauf seiner Bewegung nothwendig einmal zu 
einem Punkte zweiter Art werden muss. Der Winkel der kürzesten Linien 
PP, und PA, den wir mit 6 bezeichnen, muss, wenn P fortschreitet, immer 
abnehmen. Denn bezeichnet P’ einen Punkt auf der geodätischen Tangente 
und ist P,P'’>P,P, so müssen in dem Dreieck PAP' die Winkel an der 
Grundlinie zusammen weniger als zwei Rechte betragen, d. h. es muss 
ZAPP, < ZAPP, 

sein. Hieraus folgt, dass der Bogen AP von AP, beginnend beständig zu- 
nehmen und zuletzt unendlich werden muss; denn rückt P um ds weiter, 
so nimmt # um ds.cos® zu; seine Zunahme ist also eine beschleunigte. 
Nun hat man, wie aus der Figur leicht zu ersehen, 


m.de = du.tan®, 


also 
dv tan d tand 
. £ a ni Be =. EEE 


ui er 


du m u 
da m stets <a ist; und es sind jetzt zwei Fälle denkbar: Erstens, die fort- 
während abnehmende Grösse 0 nähert sich mit unbegrenzt wachsendem « 
einer von Null verschiedenen Grenze. Dann bleibt tan® beständig grösser 
als eine gewisse positive Grösse a, und man hat 

u 
nt du = o—0,>.a.log- 


ı 


” . .. 5 sT 
d. h. vo kann beliebig gross werden und überschreitet daher den Werth a 


Sobald dies aber eintritt, wird die eurvatura integra des Winkels APP, sicher 
grösser als der Winkel selbst, was nur dann der Fall sein kann, wenn P 
zu einem Punkt zweiter Art geworden ist. — 

Zweitens, 9 nähert sich der Null unbegrenzt. Dann ist Folgendes zu 
beachten: Legt man durch A einen geodätischen Durchmesser des um A 
beschriebenen Kreises, so theilt dieser den Kreis in zwei Theile; bezeichnet 
man die eurvatura integra des einen mit C und dreht darauf den Durchmesser 
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um A, so ist C eine von der Lage des Durchmessers abhängige Grösse, 


die sich mit dieser stetig ändert. Wenn nun der Durchmesser eine volle 
Umdrehung macht, so erwirbt C nothwendig einmal ein absolutes Minimum, 
welches eine von Null verschiedene positive Grösse ist, die wir mit e be- 
zeichnen wollen. Die curvatura integra des Winkels 9 bleibt nun offenbar 
beständig grösser als ce. Andererseits ist es möglich, dem Punkt P eine solche 
Lage zu geben, dass 6 < e wird, d.h. P wird auch in diesem Falle früher 
oder später ein Punkt zweiter Art. Hiermit ist die Unmöglichkeit der 
Existenz einer positiv gekrümmten Fläche bewiesen, die nur Punkte erster 
Art enthielte. Zugleich lässt der vorstehende Beweis erkennen, dass die 
etwa vorhandenen Punkte erster Art sich immer nur innerhalb eines gewissen 
Gebietes von endlicher Ausdehnung vorfinden. 

Herr Christoffel hat in der oben eitirten Abhandlung die Eigen- 
schaften der Grösse m näher untersucht und für sie die Bezeichnung „Redu- 
eirte Länge“ des geodätischen Bogens von A bis zu dem Punkte «, e ein- 
eeführt. Insbesondere hat er bewiesen, dass die redueirte Länge jedes geodä- 
tischen Bogens AB ungeändert bleibt, wenn man Anfangs- und Endpunkt mit 
einander vertauscht, oder, anders ausgedrückt, dass die redueirte Länge von 
AB derjenigen von BA gleich ist. Hieraus folgt unmittelbar, dass die redu- 
eirte Länge jedes geodätischen Bogens eine stetige Funetion der Coordinaten 
seiner beiden Endpunkte sein muss. Hat man daher auf einer Fläche einen 
Punkt erster Art gefunden, so werden in seiner Umgebung im Allgemeinen 
noch unendlich viel andere solche Punkte liegen, welche ein zusammen- 
hängendes Flächenstück erfüllen. Zur Auffindung der Curve, welche auf 
einer positiv gekrümmten Fläche dieses Stück begrenzt, können folgende 


. ne en cm " . N 00 . 
Betrachtungen dienen: Die Grösse ——- nähert sich nach dem Früheren mit 


unbegrenzt wachsendem « einer zwischen 0 und 1 gelegenen Grenze, welche 
im Allgemeinen eine stetige Function des Winkels o und der Coordinaten 
z, y, z des Punktes A sein wird. Hält man nun den Punkt A fest und 
lässt nur ©e von O bis 2 varliren, so erwirbt diese Grenze einmal ein ab- 
solutes Minimum, welches nur noch von x, y, z abhängt und sich mit der 
Lage des Punktes A stetig ändert. Bezeichnen wir daher dieses Minimum 
mit f(x, y, 2), so wird die Gleichung 
f(z, y, 2) = 0 
in Verbindung mit der Gleichung der gegebenen Fläche die Curve liefern, 
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welche den Bereich der Punkte erster Art begrenzt. Denn für diese Punkte 
ist, wie wir früher sahen, nicht nur m, sondern auch m beständig positiv. 

In den folgenden Abschnitten soll der Bereich der Punkte erster Art 
auf den für uns in Betracht kommenden Flächen zweiten Grades aufgesucht 


werden. Dabei muss die Rechnung freilich meistens in anderer als der 
eben angegebenen Art durchgeführt werden. 


Il. 


Bereich der Punkte erster Art auf dem zweischaligen Rotations-Hyperboloide. 


Der Betrachtung der zweischaligen Hyperboloide muss zunächst eine 
allgemeine Bemerkung vorausgeschickt werden: Zieht man auf der einen 
Schale eines zweischaligen Hyperboloids eine geodätische Linie, so kann 
diese analytisch durch das Unendliche fortgesetzt werden, so dass sie auf 
der anderen Schale wieder erscheint. Bei dieser Art der Betrachtung treffen 
zwei von einem Punkte ausgehende geodätische Linien stets wieder zu- 
sammen, so dass überhaupt keine Punkte erster Art existiren. Da es uns 
aber wesentlich auf die Frage ankommt, wann eine geodätische Linie auf- 
hören kann, kürzeste Verbindungslinie ihrer Endpunkte zu sein, so werden 
wir immer nur die eine Schale der Fläche ins Auge fassen und das Unend- 
liche als eine Grenze der geodätischen Linien ansehen, über welche hinaus 
wir sie nicht fortsetzen. Ein Punkt des Hyperboloids heisst also nur dann 
von der zweiten Art, wenn es zwei von ihm ausgehende geodätische Linien 
giebt, welche auf derselben Schale wieder zusammenkommen. 

Die vom Scheitel eines Rotations-Hyperboloids ausgehenden Meridiane 
sind selbst geodätische Linien, welche sich nicht wieder schneiden. Also ist 
der Scheitel ein Punkt erster Art; und wegen der Symmetrie der Fläche ist 
der Bereich der Punkte erster Art ein den Scheitel enthaltendes Flächenstück, 
welches durch einen Parallelkreis begrenzt wir. Um dessen Radius zu 
finden, stellen wir folgenden Satz auf: 

Ein Punkt A des Hwyperboloids ist von der ersten Art, wenn der von 
ihm durch den Scheitel gezogene Meridian von keiner unendlich nahe benach- 
barten geodätischen Linie geschnitten wird. 

Zum Beweise brauchen wir einen Satz über Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung, welchen wir hier einschalten. 


©) 
Es seien K und k zwei analytische Functionen der Variabeln u, welche 
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in dem Intervall O<Zu< u, den Charakter ganzer Functionen besitzen, reell 
und positiv sind und die Ungleichung K — k erfüllen. Ferner mögen durch 
die Differentialgleichungen 


d’M d’m 
h ge | u ( 
Fr +K.M=0 und Em +k.m=(0 


und durch die Anfangsbedingungen M=m=(0 und = = = =1 fr =) 


zwei Functionen M und m von u definirt werden. Bezeichnet dann u, den 


; . i IM 
kleinsten zwischen O0 und u, gelegenen Werth von u, für welchen - gu ver- 
schwindet, so ist innerhalb des Intervalles V...w; 

M —__ m 
dM dm ’ 
du du 


und, wenn zwischen ( und u, ein solcher Werth u, nicht existirt, so gilt die 
vorstehende Ungleichung innerhalb des ganzen Intervalles V...u.. 
Beweis. Wir bezeichnen mit 4 eine Veränderliche, welche das Inter- 
vall 0...1 durchlaufen soll, setzen 
h = k+4(K—k) 
und definiren eine neue Function » durch die Differentialgleichung 


d’n 


(15.) ;+th.n = 0 
du‘ 
. . dn %.r “ . “ 
und die Anfangsbedingungen »=0 und —=1 für «=0, bei beliebigem 
” du ' - 


Werthe von 4. Die Grösse » ist dann eine analytische Funetion der Argu- 
mente # und 4, welche für hinlänglich kleine Werthe von # den Charakter 
einer ganzen Function besitzt. Durch Differentiation der Gleichung (15.) 


nach 4 ergiebt sich 
o’n ch on 


16) at rtn >0. 


o4 


Liu. ” ., on A ei 
Indem wir Gleichung (15.) mit FF und (16.) mit —r multiplieiren und 


addiren, erhalten wir 


on O’n o’n Bi .n 0 
TC When wer Wet ces vor vv ee 7 u MR 
oA ou? cu’oA oA 


und durch Integration dieser Gleichung von O0 bis « 


[ On On \ u“oO’”n on d [ o’n I+/ on O’n d 
| — —— MU — IN: ——- —' —— (WU 
oA ou Ju s ouch ou ouoAk Jı J ou ouo) 


SA n.du = 0, 


0 
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oder, da für „= 0 sowohl n als nd verschwindet, 


b- BL... RR. + EN Su. d 
FL SUR: kan 77:7 a? Ar: nd 
Durch eine einfache Transformation der linken Seite und Einsetzung des 


Werthes K—k für ergiebt sich 


Fee | -/ (K— k).n’. du. 


ou 





Für kleine Werthe von « ist daher der Differentialquotient - # Fr Null, 


ou 


oder positiv, d. h. der Quotient rn nimmt bei wachsendem A niemals ab 
- 

und ist für 4 = 1 grösser, oder mindestens eben so gross, als für A=0. Es 

besteht also die Ungleichung 


M- BE 


aM = = On — dm ' 
du ou du 


und diese kann bei wachsendem « nur dann ihre Gültigkeit verlieren, wenn 


dM 
der grösste der hier vorkommenden Quotienten unendlich, also - — “ —=() wird. 


Dieser Beweis ist im Wesentlichen in der Abhandlung von €. Sturm „Me&moire 
sur les &quations differentielles lineaires du second ordre“ (Lioueilles Jour- 
nal, I. Ser. vol. 1, pag. 106—187) enthalten; doch schien es einfacher, das 
für unsere Zwecke Nothwendige direct zu beweisen, als es aus den dort 
sewonnenen allgemeineren Resultaten abzuleiten. 

Nun sei 





Dan 
- }) 


wo « eine positive, eine Beach Constante bedeutet, die Gleichung unseres 
Rotations-Hyperboloides.. Zur Abkürzung werde 


y’+2° dei r- 
gesetzt. Zur Bestimmung des Krümmungsmasses k hat man hier die Glei- 
chung (Gauss, Disq. gen. etc. Werke, Bd. IV, pag. 232) 


(3 +; ARTE tee 


woraus sich leicht 
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pi 
 IP+Q@- Ar)’ 
ergiebt, so dass % mit wachsendem r beständig abnimmt. 

Der Punkt A (vgl. 0.) möge jetzt zum Anfang eines Systems geo- 
dätischer Polareoordinaten gemacht werden, auf welches wir unsere früheren 
Bezeichnungen anwenden, mit dem Zusatze, dass der von A über den Scheitel 
S gezogene Meridian dem Werthe e = 0 entsprechen soll. Wir beschränken 
vo auf das Intervall 0... und a auf ein Intervall O...o.. Wählt man «, 


hinlänglich klein, so sind m und innerhalb des mit dem Radius x, um 


dm 
du 
A beschriebenen geodätischen Halbkreises beständig positiv, und die ein- 
zelnen Radien schneiden sich nirgends als im Punkte A. Giebt man 
dem « einen constanten Werth und lässt nur oe varliren, so muss r mit 
wachsendem o beständig zunehmen. Wir lassen, um dies zu beweisen, ® 
von dem Anfangswerthe 0 an wachsen und bezeichnen mit DB den Punkt 
mit den Coordinaten «, v, mit B, seine Anfangslage für e=0. Wenn dann 
B bei Beginn der Bewegung nach einem Punkte B, gelangte, der dem 
Scheitel S näher läge als D,, so gäbe es, wenn « kleiner als der Bogen 
AS des Meridians ist, von A nach S eine kürzere Verbindung als diesen 
Bogen, nämlich die Linie AB,S, und wenn « > AS ist, von A nach B, 
eine kürzere Verbindung als den geodätischen Bogen AB,, nämlich ASB.. 
Das erstere widerspricht aber der Voraussetzung, dass der von A durch 8 
gezogene Meridian von keiner benachbarten geodätischen Linie geschnitten 
wird, und das zweite der Annahme, dass m innerhalb der angegebenen 
Grenzen beständig positiv ist. Also nimmt r jedenfalls anfänglich zu. So- 
bald aber die geodätischen Bögen AB und SB einen von Null verschiedenen 
Winkel bilden, zeigen einfache geometrische Betrachtungen, dass r mit 
wachsendem o zunehmen muss. Hieraus folgt, dass k mit wachsendem e 
abnimmt. Nach dem oben bewiesenen Satze muss daher auch die Grösse 


m . r .. 
„— mit wachsendem o abnehmen. Wenn es nun Punkte gäbe, wo m ver- 


om 
ou 
schwindet, so müsste man es durch Vergrösserung von «, erreichen können, 
dass nicht im Innern, wohl aber auf der Peripherie unseres Halbkreises 
ein oder mehrere solche Punkte lägen. Einer dieser Punkte heisse P. Dann 
müsste auf dem Radius AP und nach dem Obigen auch auf dem durch $ 


eg . om | m 
gezogenen Meridian ein Punkt liegen, wo = 0, also unendlich gross 
o m 
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wäre. Dies widerspricht aber ebenfalls der Voraussetzung, dass jeder Theil 
jenes Meridians kürzeste Verbindung seiner Endpunkte sein soll; der Punkt 
A ist also wirklich von der ersten Art. | 

Nun sei P(x,, Yo, 3.) ein beliebiger Punkt des Hyperboloids, und es 
sei von ihm aus eine beliebige geodätische Linie gezogen. Bezeichnen wir 
mit g den Winkel zwischen den beiden Meridianen, welche von S nach P 
und nach einem veränderlichen Punkte x, y, z unserer geodätischen Linie 
gezogen sind, so ist nach den bekannten für geodätische Linien auf Rotations- 
flächen geltenden Formeln 


(17.) p = ff — Er dr, 








—r) (B-r).B 
wobei zur Abkürzung 
"=y+4z.; n=y+t2 
gesetzt wurde, und wo v den Radius desjenigen Parallelkreises bedeutet, 
welchen die betrachtete geodätische Linie berührt. Wenn nun eine unendlich 


nahe benachbarte von P ausgehende geodätische Linie existirt, welche die 


vorige schneidet, so müssen die Coordinaten r, g des Schnittpunktes die 
Gleichung erfüllen 


K:. 09ORR PERAERES SERRRBROS >; 1... . „EBOB Ber 





OVv jan 5 em r’—v’ ee ir a Wen 
ae Ve-ar nl.) 
Was die Zeichen der hier vorkommenden Wurzeln anbelangt, so wollen wir 
festsetzen, dass unter der Wurzel aus einer constanten reellen positiven 
Grösse, wie z. B. —A(@«—P), stets der positive Werth verstanden werden 
soll. Das Zeichen der variabeln Wurzel unter dem Integral hängt dann 
von der Art und Weise ab, wie wir den Winkel y zählen. Um die Vor- 
stellungen zu fixiren, denken wir uns jenen Winkel so gezählt, dass das 
Zeichen der Wurzel stets mit demjenigen von dr übereinstimmt. 
Zur Untersuchung des Integrales J setzen wir zunächst 


0. 


2 


r=o0 
und haben dann 
I: > fr Pre -De do 


ed FT Ye-me-nle+) 


Weiter setzen wir 
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; es; Br — 27°); "USER er h 7°): 
3 ne  , I a4 1790 
4 2. —. —2aß+P +y 
R. 3 12 a—ß 
“ und 
® — 4 ns \ ‚> ler — I BEE ,” 
E oe=4(s-—e)+v, oder s=&+4(0e—rV”), 
4 Dann ist 
# e >e>e und e tete, —=(, 
; ferner 
; o—-P = 4(s—e,), 
E or = 4(s—e), 
‘ 5 
E- { f \ 
E 1) = 4(s—e, . 
E N + a— -/ 19 
; und bezeichnen wir zur Abkürzung die Grösse 
3 4(s—e,)(s— e&)(s— e;) 
z durch S, so wird jetzt 
3 2 -] a 's, tn ds 
3 £ —/d — s—6, Ys 
wobei zur Abkürzung 
sg etr4ln—r); 1 =e+4(r—v) 
gesetzt wurde. Wir bezeichnen nun mit 9 dasjenige Integral der Diffe- 
rentialgleichung 
ds 
= YS, 
du 2 
welches für «= 0 unendlich wird, und mit 2» dessen reelle positive Funda- 
I 
I mentalperiode. Wir setzen s= gu und nennen «, und x, die Werthe von 
N a, welche den Werthen s, und s, entsprechen. Dann wird 
A| 7) * 
| a—)d)  M— 
J = 14- a «du. 
" | —P. YUu—e, 
Nun ist aber 
WU— LE, | 2 \ . 
_ =: ]1+ 'oau—w)—e,|. 
YU—E, An En 
eine Gleichung, welche man mit Hülfe des Additionstheorems der Function 
u leicht bestätigen kann. Also wird 
| '«—ß | (u —o (u —w 
4 18.) J-H+J nn - e (u — u) + —. nn 
3 >; 2. | —p e—e, ee Wr o(u,—w) ou —w, 


Journal für Mathematik Bd. XCI: Heft 1. 
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Da für „=, und u=u, nicht nur die Werthe von 9, sondern auch die 
Vorzeichen der Ableitung 9'«=YS bekannt sind, so sind «, und «, selbst 
bis auf ganzzahlige Vielfache der Perioden völlig bestimmt. Da ferner s, 
und s, beide grösser als e, sind, so giebt es zwei reelle positive zwischen 
0 und 2w gelegene Werthe, welche wir für z, und «, wählen können, und 
die wir uns fortan unter diesen Zeichen vorstellen wollen. Aus der Ueber- 
einstimmung der Zeichen von ds und VS ergiebt sich, dass in allen Fällen 
%, <a, sein muss, gleichgültig, ob die Integrationsvariabele r, oe oder s von 
der unteren Grenze aus zuerst zu- oder abnimmt. In der in Gleichung (18.) 
vorkommenden Klammer ist daher das erste Glied, —e (w,—w,), stets po- 
sitiv, denn e, ist negativ. 


u 


r ® .. . . .. 107 
Wenn nun a von 0 bis 2» wächst, so nimmt die Grösse = be- 


ständig ab, und zwar von + bis —x. Wenn daher «, und «, beide 
-© sind, so ist J stets positiv. Aus der Gleichung 
ou o'(—u) 
ou o(— u) 
ergiebt sich ferner, dass J auch dann immer positiv ist, wenn «, und «, 
beide <w sind. J kann also nur verschwinden, wenn u <w und «, > w 
ist. Dies Resultat hat folgende geometrische Bedeutung: 

Unter den von P ausgehenden geodätischen Linien werden nur solche 
von den unendlich nahe benachbarten geschnitten, welche einen Parallelkreis 
berühren, dessen Radius kleiner als r, ist; nur die dem Scheitel gewissermassen 
zugewandten Linien können also eine Enveloppe bilden, und zwar berühren 
sie dieselbe immer erst nach der Berührung mit dem Parallelkreis. 

Wenn wir nun sehen wollen, wie der Punkt P liegen muss, damit 
der von ihm über den Scheitel gezogene Meridian von den unendlich nahe 
benachbarten geodätischen Linien geschnitten werde, so haben wir v=0, also 


e, = — I» ad . eG, = — Wi 12 ee < ln 

1 12 a—ß ’ ? 12 @— 8 ’ 12 a— A 
zu setzen, die Funetionen 9 und ou auf diese Constanten zu beziehen und 
zu untersuchen, für welche Werthe von «, und «, die in Gleichung (18.) 
auftretende Klammer 
o'(u,—w) o'’(u —w) 


= u— ) pP 9) 
4 e; \U,— U, + o(u,—w) o(u —®) 


J 


verschwindet. Hierbei können wir dem Früheren gemäss «, und «, resp. 
auf die Intervalle 0...o und ®...2w beschränken. 








a a "s EIER 5 = 
RE TATRR gr X SC ya nen a -. 
a Be en a ee N nr >: TE TAN RENERTE RE CUN 
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Denken wir uns «, fest und lassen «, von dem Werthe » an wachsen, 
so beginnt Z mit dem Anfangswerthe — x und wächst beständig, denn sein 
Differentialquotient nach x, 

— +9 (u —w) 
ist positiv. Also erwirbt Z seinen Maximalwerth für «4, =2w, und dieser 
Maximalwerth ist 


o (u, —w) 
oo) 


M= . (2 —%)+ 


00 „. v . + 
weg die Hälfte der reellen Fundamentalperiode des Normalintegrals 


: :sds . 2 co (u —w 

zweiter Gattung / —— bedeutet. Liegt x, nahe bei w, so hat —-® 

yS o(u,—@) 

einen sehr grossen negativen Werth, und M ist daher ebenfalls negativ. 
Denkt man sich, dass «, abnimmt, so wächst M bis zu dem Werthe 


17T w’ 


den es für =0 erwirbt. Nun eelten aber, wenn zur Abkürzung h=e 
o I o 
gesetzt wird, wo w' die rein imaginäre Fundamentalperiode von gu be- 
zeichnet, die Gleichungen 
2 


‘ Pa ar ı —4 4 ] 
27 9) E = (h"—h=")" 3° 


2WN” | ’ N 
()-(e-6) = (142. £4”) 
und 
20 \’ % a 
()«(e-e) = 16h.(Emet?). 
zu n—I 
s e Er ' ’ n : 
Indem man die beiden letzten Gleichungen addirt und mit }- 5, Multi- 
plieirt, erhält man 
) n” \; x n? $ 16 _ n(n+1) a 
— LwW.e&, = In WÜHEn )+ 3 h.(& h ) ( 
Daher wird jetzt 
EEE 1) Sn‘ 8 
/ un J Ri (1 & 1") | u h.( y h" n "D) > 1 y 5 
r 2w 13 tz RE . rs (h"—h=")? ) 
Man sieht sofort, dass diese Grösse positiv ist. Also besitzt die Gleichung 
0’ (u,— ®) 
M= —e, 2o —u,) ° —n=(0 
4 3\ 0, + o(u,—w) / 


in der That zwischen VD und w eine und nur eine reelle Wurzel u,—= U. Hat 
man diese gefunden, so liefert die Gleichung 
6* 
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r=Ve=2)s—a=2 / PU+rz: ze - 


den Radius desjenigen Parallelkreises, welcher die Punkte erster und zweiter 
Art von einander scheidet. 

Die hier gewonnenen Resultate weichen nur in der Ausdrucksweise 
von denjenigen ab, zu welchen Herr v. Braunmühl in seiner oben eitirten 
Dissertation gekommen ist. Für unsere Punkte erster Art liegt eben die 
Braunmühlsche Enveloppe der geodätischen Linien ganz auf derjenigen 
Schale des Hyperboloids, auf welcher der Ausgangspunkt nicht liegt, 
während für die Punkte zweiter Art eine Spitze der Enveloppe auf die 
Schale des Ausgangspunktes übergetreten ist. 


IV. 
Punkte erster Art auf dem Rotations-Paraboloide. 

Für das Rotations- Paraboloid gestaltet sich die Rechnung ähnlich 
wie oben, nur einfacher, da sie nicht zu elliptischen, sondern nur zu Ex- 
ponentialfunetionen führt. Gleichwohl wollen wir ihre Hauptmomente hier 
kurz angeben, um dabei die Irrigkeit einer Behauptung nachzuweisen, welche 
Herr A. v. Braunmühl sowohl in seiner Dissertation pag. 24, als in dem 
oben eitirten Auszug derselben aufstellt. Er giebt dort an, auf dem Ro- 
tations-Paraboloide hätten die von einem Punkt ausgehenden geodätischen 
Linien überhaupt nie eine im Endlichen gelegene Enveloppe und sagt dann 
(pag. 558): „Hiermit ist dann auch ein Beispiel für die Frage geliefert, 
welche Jacobi 1. e. noch offen lässt ete.* Dieser Ausspruch, der eigentlich 
schon durch unseren im zweiten Abschnitt bewiesenen allgemeinen Satz 
widerlegt ist, wird sich auch bei der speciellen Betrachtung des Paraboloids 
als unzutreffend herausstellen. 

Es sei 


2 


yY+.’=r=2pz 

die Gleichung eines beliebigen Rotations-Paraboloids, P(x,, Yo, 2,) ein Punkt 
seiner Oberfläche, durch den wir uns eine geodätische Linie gezogen denken, 
und g der Winkel, den der nach einem variabeln Punkt dieser Linie ge- 
zogene Meridian mit dem durch P gehenden Meridiane bildet. Dann ist, 
wenn wieder » den Radius desjenigen Parallelkreises bezeichnet, den die 
geodätische Linie berührt, und wenn y,+ 2, = r, gesetzt wird, 
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I. 97 92 
v "dr „/r’-+p’ 
p u - 0 -] - { 
pP: r r’—v’ 


(1) Op a 1 N r. Yr’+p’.dr 


OV PV Ar) —r 


und 


wobei man unter Yr’+p” den positiven Werth zu verstehen und das Zeichen 
von Yr’—v’ so bestimmt zu denken hat, dass es mit dem von dr überein- 


h | 04 i i ; 
stimmt. Offenbar kann rn nur dann verschwinden, wenn die Integrations- 


variabele einen Weg durchläuft, auf dem sie erst von r, bis gegen v ab- 
nimmt, dann einen Umlauf um den Punkt =» macht, so dass Ir —r’ sein 


Zeichen wechselt, und dann wieder bis zur oberen Grenze zunimmt. Nun 
ist das unbestimmte Integral 


a. /r’+p? . | 
. f — l » ur l ” y-\ De s- . 
Fa 1 dr = — Hloglr +34 (pr) - Ver rr + pP) Y: 


w 


wie man durch Differentiation der rechten Seite leicht bestätigt. Daır'—v 
für die untere Grenze des Integrales J negativ, für die obere positiv ist, so 
findet man 


| A 

1,T 2 rin vr, T p’) r?__p? Ln?\ 

"T POVS. 0 ee, 

a : r?’ —v’ r’—v’) 
HN) 


— 
* 
u — ul 
OO» 


wo jetzt allen Wurzeln der positive Werth beizulegen ist. 
Indem man aus dem Nenner des Bruches unter dem Logarithmus 
die Wurzel wegschafft, erhält man 








| | _y? 
) un? - - | 
J nn p ale 2 +8 + Y(r; —r’)(r -p 
| „2 u ' T - 
(2.) \ +3 log [fr + > +lir —rv)(r+p 
lage p’+r kr y r?+p® ja | pP), 
de) 2 gr Be v* "'_y’) 


Dieser Ausdruck lässt sofort erkennen, dass J für einen reellen Werth von 
r verschwindet. Denn ist r nur wenig grösser als v, so hat J wegen des 
letzten Gliedes der Klammer einen sehr grossen negativen Werth. Für 
r=» ist aber auch J wegen des zweiten Gliedes der Klammer positiv 
unendlich, so dass es vorher durch Null gegangen sein muss. Die Punkte 
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des Rotations-Paraboloids sind also mit alleiniger Ausnahme des Scheitels 
sämmtlich von der zweiten Art. 

Bei dieser Betrachtung war der Werth von » nur der Beschränkung 
0 Zr <r, unterworfen, sonst aber ganz beliebig. An der Bildung der 
Enveloppe der von P ausgehenden geodätischen Linien nehmen also alle 
diejenigen Theil, welche einen Parallelkreis berühren, dessen Radius < r, 
ist, und auch nur diese. 

Um die Gestalt der Enveloppe zu erkennen, denken wir uns v als 
eine unabhängige Variabele und bezeichnen mit R die von ihr abhängige 
Wurzel der Gleichung J=0. Setzen wir ausserdem 

9) ®=- . "de y' ar 20 


r r’—v” 


r, 


so sind R, $& die geodätischen Polarcoordinaten eines variabeln Punktes 
auf dem einen, und R, —# auf dem anderen Zweige der Enveloppe. Man 
hat nun 


oJ 
dR _ ov 
a 
or 


r=R 


oJ | ı 7 Lo /r’+ p 
_ — - —— 


or pp r!—v’ 
und aus Gleichung (2.) 








3J v | u, 14) En 
— “ ” mn _— 1 Rn, — + 4 ° Rn hehe war 
n Er 2 »’—v TER EBENE 2 
e PU nt ah Vers—r’).Lri+P°) + Ur yr TC pP) 





1 /r?+p? 1 ae 
+ ww tt 2 tr P) 2° 


p-+v ..—‚ r’—v’ —,s 
Ferner ist 


dd a TER 2 dR ocD dR v1 ,/R’-+p? dR 


dv OVv OR RR mw Vege R Yr “dv 9 
. s . D \ 
da R ja so bestimmt ist, dass —,- verschwindet. 


Aus diesen Formeln ergeben sich leicht folgende Resultate: Wenn 
v von 0 bis r, wächst, so nimmt R von einem gewissen Anfangswerth aus- 


.. ® ® %»e . dR ® . 
gehend beständig zu und wird für v =r, unendlich gross; denn —,, ist mit 
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alleiniger Ausnahme der Stelle » = 0, wo es verschwindet, beständig positiv 
und wird für v=r, von höherer als der ersten Ordnung unendlich. — Gleich- 
zeitig wächst auch & von dem Anfangswerthe = ausgehend fortwährend. 
und zwar ebenfalls über alle Grenzen, denn das Integral auf der rechten 
Seite der Gleichung (3.) wird mit seiner oberen Grenze logarithmisch un- 
endlich. 

Die Enveloppe besteht also aus zwei Zweigen, welche sich in einem 
Punkt des von P über den Scheitel gezogenen Meridians zu einer Spitze an 
einander schmiegen und von hier nach dem Unendlichen gehend das Paraboloid 
in unzählig vielen schraubenartigen Windungen umgeben. Die beiden Zweige 


genen Punkten und 


schneiden sich in unzählig vielen auf dem Meridian gele 
nähern sich asymptotisch den beiden Aesten derjenigen geodätischen Linie, 
welche den durch P gehenden Parallelkreis in P berührt. 

Es ist leicht einzusehen, wie die von Herrn ®. Braunmühl untersuchte 
Enveloppe der geodätischen Linien auf dem verlängerten Rotations-Ellipsoid 
bei stetiger Ueberführung dieses letzteren in ein Paraboloid allmälig in eine 
Curve von der eben geschilderten Gestalt übergeht. Man hat hierzu nur 
nöthig, den Coordinatenanfang in den einen Pol des Ellipsoids zu verlegen, 
so dass die Gleichung der Fläche in der Form 


ac+y z FM. 
(- 7 >= L, 
dc a € 
oder 
j ! a 
y +r'+2y- == U, 
C C 
oder auch 
y= —acte.Ya—r’ 


erscheint, die Braunmühlschen Formeln für g und J zu bilden, und dann 
a und e gleichzeitig unendlich werden zu lassen, während ihr Verhältniss 
einen eonstanten endlichen Werth p behält. 
Man nehme den Ausgangspunkt A, der geodätischen Linien auf der 
nördlichen Hälfte des Ellipsoids an und bezeichne mit A, die nördlichere, 
mit A, die südlichere der beiden auf dem Meridian gelegenen Spitzen der 
Enveloppe. Ferner seien A, und A, die beiden Spitzen, in welchen die 
nach Westen, resp. Osten gerichteten Zweige der Enveloppe zusammentreffen. 
Auf diese fünf Punkte mögen resp. die Indices 0, 1, 2, 3, 4 bezogen werden. 
Hält man nun bei der Verlängerung des Ellipsoides r, fest, so nähert sich 
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r, einer endlichen Grenze, so dass die Spitze A, auch wenn sie anfänglich 
südlich vom Aequator lag, auf die nördliche Hälfte des Ellipsoides übertritt. 

Die Spitzen A, und A, bleiben stets auf dem zu dem Kreise r, symme- 
trischen Parallelkreis r, der südlichen Hälfte, wie Herr vo. Braunmühl richtig 
bemerkt*). Ihr Längenunterschied %,— y, wächst beständig, und zwar über 
die Grenze 2n, ja über jede Grenze hinaus, so dass diese Spitzen fort- 
während in entgegengesetztem Sinne um das Ellipsoid herumlaufen, nach 
jedem halben Umlauf einander begegnend. Die beiden nördlichen Aeste 
der Enveloppe umgeben also das Ellipsoid in Schraubenwindungen, deren 
Anzahl sich mehr und mehr vergrössert und zuletzt unendlich wird, während 
die beiden südlichen Aeste nebst den Spitzen A,, A;, A, im Unendlichen 
verloren gehen. 

Ganz ähnlich sind natürlich die Veränderungen, welche die Enveloppe 
der von einem Punkt ausgehenden geodätischen Linien auf dem zweischaligen 
Hyperboloid erleidet, wenn dieses in ein Paraboloid übergeführt wird. 


V. 
Punkte erster Art auf dem dreiaxigen Hyperboloide. 


Lässt man das zweischalige Rotations-Hyperboloid durch Verkleine- 
rung der einen imaginären Axe in ein dreiaxiges Hyperboloid übergehen, 
so entfernen sich die beiden Nabelpunkte, welche ursprünglich mit dem 
Scheitel zusammenfielen, allmälig mehr und mehr von diesem. Der Parallel- 


*) Der pag. 44 der Dissertation am Schluss des ersten Abschnittes hierfür gegebene 
Beweis ist deswegen nicht befriedigend, weil die beiden Theile, in die das Integral 
J zerlegt wird, wenn sie überhaupt einen Sinn hätten, sich addiren und nicht sich 
zerstören müssten. Ein richtiger Beweis lässt sich indessen für das verlängerte Rotations- 
ellipsoid durch folgenden einfachen Grenzübergang führen: Man setze v nicht genau =?,, 
sondern etwas kleiner und betrachte denjenigen Zweig der entsprechenden von A, aus- 
gehenden geodätischen Linie, welcher anfänglich auf der südlichen Seite des Parallel- 
kreises r, verläuft. Dieser schneidet den Aequator und den Kreis r, und berührt dann 
den südlichen Parallelkreis v in einem Punkte B, um von da wieder nach Norden auf- 
zusteigen und r, in einem zweiten Punkte C zu schneiden. Dieser letzte Theil von 
B bis € muss nothwendig den Berührungspunkt D des betrachteten Zweiges mit der 
Enveloppe enthalten; denn das Integral J springt bei B von + auf —»o über, ist 
aber in © bereits wieder positiv. Wenn sich nun » dem Werthe r, unbegrenzt nähert, 
so fallen die Punkte B, C, D sämmtlieh mit demjenigen Punkte zusammen, in welchem 
die für »—= r, resultirende geodätische Linie den Parallelkreis r/ berührt. — Aehnlich 
zestaltet sich der Beweis für das abgeplattete Rotationsellipsoid. Nur hat man hier 
den anfänglich nach Norden gerichteten Zweig der geodätischen Linie ins Auge zu 
fassen. 
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kreis, welcher den Bereich der Punkte erster Art begrenzt, geht dabei in 
eine Curve über, die anfänglich den Scheitel und beide Nabelpunkte um- 
schliesst, später aber in zwei getrennte Stücke zerfällt, welche nur noch 
die letzteren umgeben. Um dies zu beweisen, zeigen wir: 

Erstens, dass die Nabelpunkte bei jedem Axenverhältniss Punkte erster 
Art bleiben. 

Zweitens, dass man den Scheitel durch hinreichende Fortsetzung der 
angegebenen Deformation zu einem Punkte zweiter Art machen kann. 

Es sei 

2 ,y, 3 


h nn a 
ur 1, 


wo «>0>P>>y ist, die Gleichung eines zweischaligen Hyperboloids, 
und es seien A, und 4, die beiden elliptischen Coordinaten des Punktes x, y, 3, 
d. h. diejenigen beiden Grössen, welche noch ausser dem Werthe 4 = 0 
die Gleichung 


2 2 2 
T y 2 
ze —=l 
a Er 
erfüllen, und zwar sei 4, >4,. Dann ist bekanntlich 
2 - j A, e Y 5 An 


Denkt man sich nun auf der Fläche eine beliebige geodätische Linie ge- 
zogen, so können die Coordinaten A, 4, eines variabeln Punktes derselben 


so als Functionen einer Veränderliehen # dargestellt werden, dass zwei 
Differentialgleichungen von der Form 


LE dA, | di, 
2/R(A,) 2y R(A,) 
).. di. 3.di 
0 4 
2y R(A,) 2y R(A,) 
bestehen, wobei 
R(i) = —A(1—a) (k—P)(A—y)(.— 0) 
gesetzt wurde, und d eine zwischen ? und —»x gelegene Uonstante be- 


deutet *). Die geometrische Bedeutung der Grösse J ist die, dass die Glei- 
chung 4, =, resp. ,,= 0 diejenige Krümmungslinie darstellt, welche von 
der betrachteten geodätischen Linie berührt wird. Nehmen wir nun einen 
der Nabelpunkte zum Ausgang unserer geodätischen Linie, so haben wir 
d=y zu setzen. Unsere Differentialgleichungen gehen daher, wenn wir 
*) Weiersirass „Ueber die geodätischen Linien auf dem dreiaxigen Ellipsoid*, 
Monatsberichte der Kgl. Preuss. Akad. d. Wiss. zu Berlin, 1861, pag. 986 f. 
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RA) = —Ala-a)(A—P) 


setzen, in die folgenden über: 


du = — dA, hr as : dA, A 
2(h, —y). YR (A, ) (A, —)) . YR(A,) 
ir A, dA, ), dA, 


UA YRA) U, y).YRA,) ' 
und, wenn wir festsetzen, dass der Nabelpunkt selbst dem Werthe «= 0 
entsprechen soll, so treten hierzu noch die Anfangsbedingungen 4, =4,=y 
für a=0. Was die Zeichen der Wurzeln anbelangt, so haben 4, und 2, in 
der zweiten unserer Differentialgleichungen für kleine Werthe von x gleiche, 
aber sowohl di, und di,, als 4,—y und 4,—7 verschiedene Vorzeichen, so 
dass diese Gleichung nur dann richtig sein kann, wenn man den beiden 
Wurzeln entgegengesetzte Zeichen giebt. Wir wollen, was uns ja frei steht, 
festsetzen, dass Y/R(2,) anfänglich den negativen, YR(2,) den positiven Werth 
bedeuten soll. 

Um nun unsere Differentialgleichungen durch elliptische Funetionen 
zu integriren, setzen wir 

Pen “ap. a a+Pp en P—r2a 
12 : 12 12 
und, indem wir mit v einen Index bezeichnen, der nach einander die Werthe 
l und 2 annimmt, 
,,=—4(s,—e), oder ,=-—1t4A,+e, 
und 
S, = 48, &)(8,—&)(8,— 6). 
Dann wird 
RaA,)=168,; 4,—Yr=-4s,—e+4y): di, = —Ads,, 

und unsere Differentialgleichungen gehen in folgende über: 


ds, ds, 
du = Ben fe en de nun 
2(s, —e,+47)} S, 2(8,—e, +47) VS, 
Cie 29 LEER (7291. 


nv R 5 = 
sa +in)VS 2, —e,+17)V8, 
Wir multiplieiren nun die erste Gleichung mit 4/, addiren die zweite dazu 
und setzen zur Abkürzung e=4y.u. Dann kommt 


ds ds 
dv = —— . 
sw,’ 
(5, —e,)ds, (,— e,) ds, 








(se, +4m)VS, (,—e, +47) VS, 
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Nun sei wieder 9u dasjenige Integral der Differentialgleichung 


ds \' | | 
(z) = 4(s-e)(s—-e&,)(s—6;), 


welches für «= 0 unendlich wird, und 2» seine reelle positive Fundamen- 
talperiode. Bezeichnen wir dann mit « denjenigen zwischen 0 und » ge- 
legenen Werth, welcher die Gleichung 
Yyw = &—4Y 
erfüllt, und setzen 
ss = pw tu); 2=p(l-w+m), 

so nehmen unsere Differentialgleichungen die Gestalt an 

dv = du, + du,. 

du du, 

.. du + a 4 on an) _.. 
und an Stelle der früheren Anfangsbedingungen treten jetzt die neuen 
uu=m=0 füroe=0. Nun ist 





RER. FE. I u+2w) ou 9 o'w | 
p(w-+u,) pw pw L o(u +?2w) ou, ow J' 
1 > 20 [ ow—u) om 5 er 
a—w-+u,)— pw vw o(u, —2ıw) ou, TE 
Also wird 
de = du, + du,. 
ou, 42 o'u o(u,—2w) 
0 = d— ä [- al N am B- - da, + ———— du, 
IYywtL ou, +2) ou, o(u, — ?ır) 
o'u, o'w 
— —: du,+2 de |. 
ou, ow - 


Diese Gleichungen lassen sich aber unmittelbar integriren. Man erhält 


e = u +. 


h=v (1 7 er Y . ou, .o(u,— 2) 


— . — ı ]00o 
fr . Adhır Fe) (a .DonN ) 
pw ou Ip'u ou,.o(u, 42) 


wo h eine Constante bedeutet. Hieraus folgt nun sofort die Richtigkeit der 
ersten unserer oben aufgestellten Behauptungen, ohne dass wir nöthig hätten, 
u, und a, explieite als Functionen von ® darzustellen. Zwei verschiedene 
von demselben Nabelpunkt ausgehende geodätische Linien, welche auf der 
gleichen Seite der XY-Ebene liegen, entsprechen nämlich zwei verschiedenen 
Werthen Ah, und A, der Constanten h. Wenn sie noch einen zweiten Durch- 
schnittspunkt besässen mit den Coordinaten A,, A,, so würde zu dem Werthe- 


r- 


Ä [4) 
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paar A, 4, nur ein Werthepaar s, s;, und auch nur ein Werthsystem «, «, 
also auch nur ein Werth von » gehören, und dann müsste h, = h, sein, gegen 
die Voraussetzung. Zum Beweise der zweiten Behauptung betrachten wir 
den Schnitt unseres Hyperboloids mit der XZ-Ebene. Derselbe ist gleich- 
zeitig eine geodätische und eine Krümmungslinie, und zwar ist seine Glei- 
chung 4,=P. Aus den allgemeinen Formeln 
»_ela—A)e—A,), 2» _ PB-A)B-h),. „._ ra -a)Y A) 
(aan ' IT Bel) ? ° Term ’ 
welche den Uebergang von den elliptischen zu den rechtwinkeligen Coor- 
dinaten eines Punktes vermitteln, ergiebt sich für den betrachteten Schnitt 


X 


? | ı%. : _ a9, 8 a > 
a a«a—y (eh); yad, 5- y—a Y—h); 
zede=—- Ei Ve a 

2(a—y)' 2(y—e) 


Und, wenn wir mit s die vom Scheitel an gerechnete Bogenlänge bezeichnen, 
so findet sich nach einfachen Rechnungen 
ds = 2. un 
2y—A,(A,—a)(A,—y) ' 

wo die Wurzel positiv zu nehmen ist. Durch diese Gleichung und die 
Antangsbedingung 4, =y für s=0 wird A, als Funetion von s definirt. Da ? 
hier gar nicht vorkommt, so ist 4, für alle Werthe von P immer die gleiche 
Function der Variabeln s und der Constanten «e, y. Wir bemerken endlich, 
dass A, mit wachsendem s fortwährend abnimmt. 

Für das Krümmungsmass k im Punkte 4, 4, hat man den Ausdruck 


un aßy 
PErEEE 
und daher ist für die Punkte der Curve 4, =/ 
& 1 
en 
BP a, 
Die reducirte Länge m des Bogens s erfüllt also die Differentialgleichung 
dm, «@ 1 
Bon. ZB „m =) 
ds P % 
dm 


und die Anfangsbedingungen m=0, —— =1 für s=0. Wir bezeichnen 


ds 
jetzt mit a eine beliebige reelle positive Constante und vergleichen die vor- 
stehende Differentialgleichung mit der anderen 

d’m 


Bi ? as 
ge tem 0, 
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zu der wir die gleichen Anfangsbedingungen hinzufügen. Man bestätigt 
leicht, dass diese letztere Gleichung nebst ihren Anfangsbedingungen durch 


die Funetion 
1 * 
m —= —sin(as) 
da 


erfüllt wird, für welche der Quotient tan (as) unendlich gross wird, 


dm a 
ds 

zT 
2a 

längliche Verkleinerung des absoluten Werthes von 5 dahin bringen kann, 


. .. 124 . ST .. 
dass die Grösse k= 57, innerhalb des ganzen Intervalles 0--- orüsser 
Ph o 2a ? 


2 
bleibt als «a — dies ist z. B. sicher der Fall, wenn man f so bestimmt, 


und zwar zum ersten Mal im Punkte s = Da man es nun dureh hin- 


ar. Ei Y . ne st R 
dass Fr >a ist, wo b den Werth von 4, für s= - bezeichnet — so 


wird dann nach dem im III. Abschnitt bewiesenen Satze auch 


m 
dm 


ds 


fir einen 


Werth von s unendlich, der — ist, d. h. die vom Scheitel ausgehende 


zT 
2a 
geodätische Linie 4, = wird von den benachbarten geschnitten und hört 
also auf, kürzeste Verbindung ihrer Endpunkte zu sein. 


Auf dem elliptischen Paraboloide können die Differentialgleichungen 
einer geodätischen Linie bekanntlich im Allgemeinen durch elliptische 
Funetionen, und wenn die betrachtete Linie durch einen der Nabelpunkte 
hindurchgeht, durch Exponentialfunetionen integrirt werden. Durch eine 
Rechnung, welche der für das Hyperboloid durchgeführten ganz analog ist, 
erweisen sich die Nabelpunkte auch hier als Punkte erster Art. Dagegen 
sind alle anderen Punkte von der zweiten Art. 

Wenn also das Rotations-Paraboloid in ein elliptisches übergeht, so 
wird der Scheitel auch in Hinsicht der Beziehungen, die wir hier im Auge 
haben, durch die beiden Nabelpunkte ersetzt. 


Dresden, im September 1880. 











Sur quelques points de la theorie des fonctions. 
(Extrait d’une lettre de M. Hermite a M. Mittag-Leffler). 


L’iepeetenin proposition & laquelle est attache desormais votre nom 
dans la theorie generale des fonctions, a fait le sujet d’un travail de M. 
Weierstrass, publie dans le n°. d’Aoüt 1880 des Monatsberichte, et dont j’ai 
fait l’etude avec le plus vif interet. L/illustre geometre, qui est parvenu 
par une voie simple et rapide a d&montrer votre theoreme, l’&nonce comme 
il suit. 

Soit fi (2), (X), -.. une suite indefinie de fonctions rationnelles, 
telles que f,(@) ne devienne infinie que pour 2=a,; et supposons que, les 
modules des termes de la suite indefinie a,, a,, ... allant en eroissant, on 
ait la condition: limite a, = © pour v infini. On peut alors toujours former 
une fonetion analytique uniforme %(z), avec le seul point singulier &, 
n’ayant d’autres pöles que a,, a, ete., et telle que la difference Y(z)—f, (x) 
soit finie pour 2 = a,. 

En reflechissant & la methode donnde par M. Weierstrass, j ai et 
conduit A suivre une marche un peu differente, et a quelques remarques que 
je vais vous communiquer suceinetement. J’ai considere d’abord la derivee 
logarithmique d’une fonetion P(&), holomorphe dans tout le plan, de sorte 
que les fonctions rationnelles fi (2), f(x), ete. soient simplement: 


1 1 
er ir. i er ü ’ etc. 
z—a, ' xz—a, 
Deux hypotheses m’ont paru devoir &tre faites. Je supposerai dans 


ia 1 x I j 
la premiere qu’en retranchant de _ un polynöme P,(x) dont le degre 


a une limite superieure finie et independante de v, que je repr&senterai par 
n-—-1, et posant 
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Fa) = —-P(@), 


V 


la somme 

S(2) = F,(X)+F;(2)-+*-- 
remplisse les conditions de l’Enonee. Dans la seconde, jadmets au contraire 
qu’il soit necessaire que le degre des polynömes P,(#) augmente au-delä 
de toute limite. Ceeci pose, vous voyez en premier lieu qua lV’egard de la 


A i D' (x ä 
derivee d’ordre n, D! Br - les polynömes entiers P,(z) disparaissant, on 
ar | 
\ DR —n 1 . ,’ . a 
est amene A la serie ” 7, qui par consequent doit &tre convergente. 
G,— x)" 


De cette observation fort simple deeoule la remarque suivante., Admettons 
que pour une certaine valeur du nombre entier z, la serie: 
1 l 1 Ad 


Moda"+! " Modaz+t! Moday+! 


remplisse cette condition, et posons 


1 £ gem 
Kin rss 
a ) ; a? + i a” 
On aura: 
1 x" 
—P (x) = 


et par consequent: 

zp® 
zT — P.x m 
5(@) a"(a,— x) 


Or en exceptant seulement les pöles, je dis que cette fonetion sera finie, 
pour toute valeur de la variable. Eerivons en effet: 


Big | 
5(z) = 2 (1) 


et considerons la serie formee avee les modules de tous les termes, A savoir: 
1 


Modar; Mod (1— — ) | 


> 


— 


. . Hu 40 „. 
A partir d’une certaine valeur de »v, telle que le module de „_ soit inferieur 


V 


a Vunite, on aura indefiniment: 


Mod(1 _ a, > 1-—Mod = d’ou <- 2 i 


Mod(1— —) 
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. 1 
de sorte que les termes sont ceux de la serie convergente & Mdari multi- 
V 


plies par des facteurs dont le maximum peut &tre rendu aussi voisin quwon 
le voudra de lunite, A partir d’une certaine valeur de v. Ayant ainsi 
demontre que (2) est une fonetion analytique avee JYinfini pour seul 
point singulier, je m’arrete un moment aux series divergentes & termes 
positifs Ia,, qu'on transforme en series convergentes en @levant ces termes 
A une m&me puissance. Supposant comme le demande la regle de Gauss 
l’expression rationnelle: 
u, vr tarimi.. 

u wlan... ? 
admettons que a’—a soit positif et non superieur & Tunite. La serie sera 
divergente, mais ayant: 

uy4ı v"ına yri AL... 

u" ”r vr .nav" IL. ) 
on voit qwil suffit de determiner » par la condition: »(a’—a) > 1, pour 
que la transformee Zu, soit certainement convergente. Il est cependant 
des cas oü, si grand que soit », Zu; a toujours une somme infinie. Soit en 


» 1 x . . 
eftet, ©, =, ., ‚ et prenons la somme & partir de v=2. La fonetion 
oO 


(logay etant continuellement decroissante avec la variable, nous emploie- 
o 


ıT 
\ 2 . . \ A . . , dx 
rons la r&gle de Cauchy qui consiste A reconnaitre si lintegrale / (oga) 
N ” e'dt VO | 
est finie ou non. Or elle devient / "u l’on fait: logx = t; sous cette 


log 2 
nouvelle forme on reconnait immediatement quelle est infinie, et nous en 
coneluons que quel que soit », la serie 


1 1 1 
dog2)" 7 ogay FT ge 
est divergente. Nous justifions ainsi ’hypothese admise et qui est main- 
tenant A considerer, oü le degr&e du polynöme P,(z) doit croitre indefiniment 
avec le nombre r. 
Soit alors: 
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1 
F,(z) = ea; - 


et par consequent: 


DEREN; RO TER « Pe: 
NWS x TEEN a a ch n # 3 
PRO .® ee och A OR 
TER SEN 1 RK E PRRE A 


x Mn ar 
2) = tat tot 
I) = aa)? alla) (0,2) 
3 Or une telle serie etablit l’existenee d’une fonction analytique, car A l’ex- 


ception des pöles, elle est convergente pour toute valeur de la variable. 


En effet, la racine de degre v du terme de rang v, est la quantite: 
T 


—  ——— dont le module a pour limite zero, lorsqu’on suppose v infini. 


® 


a,(a,—2)” 

Votre theor&me ainsi demontre dans ce cas de la derivee logarithmique d’une 
fonetion holomorphe conduit a la deeomposition en facteurs primaires de 
ces fonetions holomorphes dont la decouverte est due A M. Weierstrass. 
En effet, l’expression: 





e r ab de nes 
ni BE a ar I si Tele RUTIR PRERS 
DE RN? RB 2,- =, « 4 ae EN 


u D'z 
+ 
| Pe) 
n’ayant plus de pöles, est dans tout le plan une fonction holomorphe, qu’on 
peut representer par @'(z); et de la relation 


ER D'(z) si 
2) (€) Tr D (x) Eu (G (7) 





je conelus, en faisant ®,(x) = $ P,(x)dx, la formule 
U 


D(a) = e@|(1-" eo] 


a, 


[a0] 
[a-2)2] 


J’aborde maintenant les fonctions uniformes non holomorphes dont les r&sidus 
sont des constantes queleonques; et je supposerai d’abord que les infinis soient 
tous simples, de sorte que les fractions rationnelles fı(z), f(x), ete. seront: 





R, R, Y , f} f . “x E x 
ı aeg ug, ete. Comme pr&e&demment je pose une premiere hypothese 
en admettant que ag une certaine valeur du rg entier n, la serie: 
Mod Pr 7 +Mod +++ Mod er 


G, 
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soit convergente. Faisant alors: 


























P,(2) = 


puis: 


ou ENCOrTEe: 


I 


3) 





il suffit de comparer les deux series 


Z’Mod 





art 
a, 


ZMod——- Mod 2 
ayt , RER a 





pour reconnaitre eomme pr&ee@edemment que la convergence de la premiere 
entraine celle de la seconde. Nous &tablissons ainsi l’existence de la fonction 
analytique (x) et j’ajoute quw’on doit aussi regarder comme entierement 
demontree, Vexistence de ses derivees des divers ordres, attendu qu’elles 
sont donndes par des series convergentes pour toute valeur de la variable. 
Designant done par %;(z), ce que devient $(z), si l’on remplace les con- 
stantes R, par R;, et admettant la convergence des suites: 





on aura successivement: 


zR.|—s-P,@)] = &@), 
Bee }P!(@)] = 3%(@), 





Nous en tirons, en faisant pour abreger 

a ı p' 2? p!'; 

B,(e) = R,P,(a)+R,P,(@)+3R,P,(@)+ 
la relation suivante, olı je suppose expressement que le nombre des frac- 
tions simples n’augmente pas indefiniment avec v, restrietion que mexige 





pas votre methode ni eelle de M. Weierstrass, a savoir: 
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R, R, 


R, N 
d,— x et (a,— x)’ ” Bo: Y (@)| 


= str) t 


Le second membre donne comme on voit une fonction analytique telle que 








si on en retranche la somme 
4 R} 
— + rar, a a 
c’est-A-dire la fraetion rationnelle la plus generale qui ait la quantite a, 
pour seul pöle, la difference cessera d’&tre infinie pour 2 = a,. 
C'est & ce m&me resultat que je dois maintenant parvenir en me placant 





N . .: R 
dans la seconde hypothese, oü les diverses series: ZMod — sont diver- 


qe+l 
gentes pour toute valeur de ». J’admettrai en premier lieu que les infinis 


' ' . R or 
soient tous simples de sorte qu’on ait f,(x) = a u faisant alors de la 


maniere la plus generale: 


P,(@) = —+ 


"u | 
la question est de determiner les nombres entiers ®, par la condition que 
la serie: 

1 
a,—x 


R, 2“ y 





ZR,| -P,(@)| = 2 — 


a,’(a,—) 
soit convergente dans tout le plan. Soit A cet effet: 
ModAR, = [Moda,]”; 
nous ferons deux parts de cette serie, en r&unissant dans la premiere les 
termes oü g, est negatif ou nul, la seconde eomprenant les termes oü g, est 
positif. Considerons les modules des termes et pour ne pas multiplier les 
notations, repr&sentons-les ainsi: 
(Mod)”” (Modz)“’ 

—— — a = —— - 

(Mod a,)"”"*’ Mod(a,—) (Moda,)”’"?’Mod(a,—x) 
en admettant, ce qui est le seul cas A envisager, qu’elles aient une infinite 
de termes. 

Cela pose, on voit immediatement & l’&gard de la premiere, qu'on 

la rend convergente si l’on prend pour ®, un entier positif, tel que w,-+o, 
ne soit pas moindre que v, et j'observe & cette oceasion, que la propridte 


U 


. c . . , + . . 
de la serie & dont je fais usage, a et& de&ja signalde par M. Weier- 


Yy 


a,(a,—x) 
strass au commencement de son m&moire sur les fonetions analytiques uni- 
formes d’une variable. 
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Passant & la seconde, je pose 
Moda, = (Moda,_,)‘ 
de sorte que l’exposant « soit superieur & Yunite. Le module du terme 


general devenant ainsi: 
(Modz)”’ 
(Moda, _,)*”r"?r’ Mod(a,—x) 





faisons 

a(w,—0,) = +8, 
&, Etant une quantite positive telle que w, soit un nombre entier, et que cet 
entier ne soit pas inferieur & v. La quantite pr&c&dente peut alors s’&erire: 


(Mod gr x 


(Moda,_,)” Mod(a,—x) 
et l’on voit que sa racine de degre v a zero pour limite pour v infini, de 
sorte que nous obtenons encore une serie convergente qui definit une fone- 
tion analytique. La valeur de w, donnee par l’expression: 








00, er 


1 Dr" 76 grey 





V 


peut se mettre sous cette autre forme: 


wi logModR, 18, 


logModa,—logModa,_ı 





en prenant d, de maniere & obtenir un entier non inferieur A v, et quant 
au premier de ces nombres correspondant & »=1 et que ne determine pas 
cette formule, il est celair qu’on peut le prendre arbitrairement, et le 
supposer par exemple egal & zero. Enfin je remarque que la convergence de 
la serie par laquelle nous definissons la fonction (x), subsiste dans ses d£- 
rivees, de sorte que nous d&montrons A la fois l’existence comme fonctions analy- 
tiques de F(&), %(@), % (x) ete. Nous pouvons done comme plus haut, 
eonstruire une fonetion telle qu’en en retranchant la fraction rationnelle 
unipolaire la plus generale: 
> 
R, RE R, at 


wi. t@-) 
le reste soit fini pour z=a,. 

C’est une seconde demonstration de votre theor&me que je vous offre, 
mon cher ami, apres votre illustre maitre, en t@moignage de mes sentiments 
de sympathie et d’estime pour votre talent. De ce theor&me dont M. Weier- 
strass a fait si justement ressortir l’importance, je vous indiquerai une con- 
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sequence pour la d@monstration d’un des plus beaux r&sultats donnes par 
le grand analyste dans son m&moire sur les fonctions analytiques uniformes 


d’une variable. C’est un de mes &leves, M. Bourguet, qui a expos& dans son 
examen de doctorat la methode suivante pour arriver A l’expression decouverte 
par M. Weierstrass d’une fonction P(x), ayant une infinitö de pöles et un 
nombre determine de points singuliers essentiels. 

Soit encore %(x) votre fontion, et posons: 

$(z)+Y%5(z) = II(x) 

de sorte que cette nouvelle quantit n’ait plus aucun pöle, mais seulement 
rn points singuliers essentiels c,, &, €, ... c„ Üonsiderez une circonference 
de rayon R, ayant son centre A l’origine et renfermant les points e d’une 
part et de l’autre le point ©. Autour des points e deerivons des eircon- 


ferences de rayon infiniment petit 0, et reprdsentons les integrales de la 
II) | 


3—% 


fonetion — ‚ effectudes le long de ces eirconferences par: 


"II(z ; . | "II(z 
/ o) dz; soit pareillement: ya dz 


A— 


(0) (R) 


l’integrale relative a la circonference de rayon AR; je partirai de la relation 


i ai "II(z "Il(z 
BinIl(a)+ = /— 4 = f E 1 
E 3— x A S—X 


ou le signe & se rapporte aux divers points ©, ©, ... ec, Üela pose, soit 


suivante: 


pour obtenir les integrales qui les concernent: 


j ıt 
3 = Cc7rpe 


"II(z SI — Il(c+-0e“ 
S- an == -i/ et oe dt. 
0) 3-—-% “ T—C—0€ 


on aura: 


Employons maintenant, dans U'hypothese de o infiniment petit, la serie: 
1 1 a 


— - GE — 


2—c—oei oc" FE 
qui sera convergente en supposant x aussi voisin de e qu’on le voudra, 
et soit pour abreger: 
| En u En 


nous aurons cette expression: 


'nı Z ww t UV. 3. 
Ed. dz = -2Zinl- ER REE +r..+ + | 
/ x (2—c)" 


—c  (2—.c)’ 
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Faisant done: 
Ga) = hathat that 
on pourra ainsi &crire: 


Su = - in. 
T 


c—c/' 


) 4 1 , . 
or il est visible que @ (—) etant fini, pour toute valeur de x sauf z= ec, 
G(x) est une fonetion holomorphe ayant Yinfini pour seul point singulier 
essentiel. Notre relation nous donne en consequence: 


Il(x) ze — == en "D@) dz; 


c—c Lin J z—x 


or lintegrale du second membre se rapportant ä une eirconference de rayon 
aussi grand qu'on veut, la serie: 
1 
3—T 
sera eonvergente pour une valeur arbitraire de x. Elle donne done naissance 
A une fonetion holomorphe et nous parvenons bien a la formule de 
M. Weierstrass: 


ge” 


1 x 
= 444 


zr+1 








Ile) = 26 (I), 


c—cC 

en faisant entrer sous le signe = cette derniere fonetion qui a pour point 
essentiel Yinfini. De la m&me maniere sans doute s’&tablirait la proposition 
plus generale que vous avez donnee en 1877 dans les m&moires de l’Academie 
des seiences de Stockholm. Mais jaborde une autre question en vous deve- 
loppant davantage ce que je n’ai fait qu’indiquer dans ma derniere lettre. 

La notion analytique de coupure que Riemann a le premier intro- 
duite dans la theorie gendrale des fonctions, me semble avoir une origine 
entierement eleEmentaire et s’offrir comme d’elle-m&me dans l’etude de lintegrale 

Bi» dt 

. G(t, 2) 


f 
“4 


sous le point de vue que je vais en poser. 

Je suppose en premier lieu, que dans lintegration la variable £ soit 
reelle et aille en croissant de 4, & £, et jadmettrai aussi que les fonetions, 
F(t,z) et @(t,z) pouvant &tre reelles ou imaginaires soient holomorphes 
en ft ei 2. 

Cela &tant, la fonction: 

| h Fit,z 
P(z3) = de 


t, 
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wi 


aura une valeur unique et finie pour tous les points du plan, & l’exception 
du lieu qu’on determine par la condition @(t,2)=0. Üette &dquation fait 
correspondre A la serie des valeurs reelles de £, eroissant de 4A #, un 
nombre tantöt fini tantöt infini de portions de eourbes ou de eourbes entieres 


suivant les cas, indiquant ainsi les points du y 
plan oü lintegrale ne donne plus la valeur 
de la fonetion. Mais ces courbes ont une 


. * * . N 
signification plus importante; elles con- 
. x . ’, i /M . 
duisent a la notion de coupure d'une - 
.x nd ® N’ v 
maniere facile comme vous allez voir. 0. ee 





Soit la eourbe de la figure l’une d’elles 

rapportee aux axes rectangulaires OX, OY 

et M un de ses points pour lequel on a: t=®, 2=[. Je vais ealeuler la diffe- 
rence des valeurs de $(z), aux points N et N’, pris sur la normale en M A 
des distances infiniment petites UN, MN’ @gales entres elles, et le caractere 
analytique auquel je veux parvenir, resultera de ce que cette difference est 
une quantite finie. 

Formons d’abord l’@quation de la normale en partant de la relation: 
(X—-x) de+(Y—y)dy=0, ou X et Y designent les eoordonnees de la droite 
et z et y celles de la eourbe, que l’on suppose fonetions de &. On peut 
la remplacer par les deux suivantes: 


- u 
X —- rt >= /. J . 
di 
3 ’ dx 
+ u2—Ü4 
! J dt 


) etant une indeterminde reelle: on en tire: 


ö sie . d(x-+ iy) 
X—-c+iY-y) = —Ü nik 

| di 
et par consequent: 


dz 


X+H-iY = 3—-uü 
dt 
Maintenant l’equation de la courbe etant donndee sous la forme 


G(t,2)=0, nous en deduisons: 
ds D,G{t, =) 


d . D6E@s) 


En exeluant done les cas oü l’on aurait pour certaines valeurs partieulieres 
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de tet de z, D,G(t,2)=(0, ou D,@(t, 2) = 0, laffixe d’un point queleonque 
de la droite sera: 
Z = 3-+il D.6(t, 2) 
D.G(t, 2) 
Faisons ensuite afın de separer les quantites r&eelles et imaginaires: 
D,G(1,3 
Do pt 
et nous aurons pour la normale les deux &quations: 
X=xr-ig 
Y=y+tip 
qui donnent lieu a la remarque suivante. 

Supposons d’abord p different de zero, je nommerai direction positive 
la partie de la droite qui au-dela du point de rencontre avec la courbe, 
seleve indefiniment au-dessus de l’axe des abseisses, et direetion negative 
lautre partie. On voit que p &tant positif, la direction positive s’obtient si 
Yon fait croitre 4 de zero & Yinfini, lautre etant donnde par les valeurs 
negatives de lindeterminde, tandis que ce sera liinverse dans V’hypothese 
de p negatif. Faisons en second lieu U’hypothese de p=0, de sorte que la 
normale soit parallele A l’axe des abseisses. La direction positive sera alors 
celle de la partie positive de cet axe, et s’obtiendra en donnant A 4 des 
valeurs de signe contraire & celui de gq. 

Ceeci etabli, soit pour plus de clarte: 


D,G(t,z2) = Pit, z) 
D.G(t,2) = Qt, 2) 


et supposons quWen M, on ait: t=6, z=[. Liaffixe du point N situd sur 
la direction positive de la normale, sera donnde pour une valeur infiniment 
petite et positive de A, par la formule: 
“sr 
3 = Lied — 
00,5 
ou &, etant lunit€E en valeur absolue, a le signe de p lorsque p n’est point 
nul, et dans le cas de p=0, le signe de —q. 
Uela pose, faisons encore: 
D.Fit,z2) = Rit, z); 


en negligeant les infiniment petits du second ordre, on aura: 
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Fr 1:03 PO ORKL, LE) 
Ft, z3) = Fit, S)+tieh 0(6,5 ) 

ini y; . PO, HOL, ). 
DE er 78,5 


Enfin mettons pour abreger P et Q au lieu de P(6,°) et 0(6,%); 
ces expressions donneront: 
_ [QF@D+ieAPRCt 6) 
PN = 96a, HrierPOG,d 
Passant ensuite du point N & son symetrique N’, il viendra par le 
changement de 4 en —A: 


„ _ [% OFG,Q—ieAPR(t, £) 
FON GeawHiear0eg " 


dt. 


et apres une reduction facile: 
$®(N)—-&(N) = " iehPOIFALDOHD-EHDRED] , 


0°’, +4 P°Q°t, 


Voilaä done la quantit@ dont j’ai maintenant & determiner la valeur. 


1) 


C'est comme vous voyez une integrale singuliere puisque 4 doit &tre suppose 
infiniment petit, et nous avons A considerer uniquement les @l&ments infinis 
donnes par les valeurs de la variable, qui annulent @(f,{). Or une telle 
valeur est £ = 6; jiajoute qu’entre les limites = 4, t=t,, l’&quation 
G(t,ö)= 0 ne peut avoir aucune autre racine t=#. Üette eirconstance 
ne s’offrira en effet quiautant que z=[ sera un point double, et alors 
devront avoir lieu, comme il est tres facile de le reconnaitre, les conditions: 


G(t,2)=(0, D,G(t,z2)=0, D.,G(t,2)=(), 


contrairement aux restrietions qui ont te faites pour obtenir l’e@quation de 
la normale. Il suit de la que nous pouvons poser en negligeant le carre 
de t—®: 
G(t,O) = (t-)P, 
puis remplacer immediatement par #, la variable #;: on trouve ainsi en 
simplifiant, l’expression si connue ol u et » sont des quantites positives 
infiniment petites: 
$(N)—-&(N) = a 6) (+ nr Li 2ineF(, &) 
PO, . a OP LA P(6, & 


o—u 
Ce resultat met en Evidence pour les courbes telles que eelle de la figure, 
le earactere analytique de coupures A l’Egard de la fonetion $(z). La discon- 
Journal für Mathematik Bd. XCI. Heft 1. I 
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tinuite est m&me d’une nature plus complexe que celle, qui joue un si grand 
röle dans les travaux de Riemann, puisque la difference des valeurs de la 
fonetion aux deux points en regard N et N’ n’est plus seulement une constante, 
mais varie avec la position du point M. Par lA se trouvent rattachdes & des 
considerations el&mentaires qui s’offrent je puis dire necessairement au debut 
du ealeul integral, les vues exposees r&cemment par M. Weierstrass sur le 
mode d’existence des fonetions de Analyse. (Sur la theorie des fonctions, 
Comptes rendus de l’Acad&mie des sciences A Berlin, Aoüt 1880.) J’essaierai 
tout & l’heure d’y revenir, mais je veux immediatement faire une application 
de la formule obtenue A un exemple qui permette de verifier le resultat. 


= " [sinz 

Sott P(z) = [ — a — dt; on trouve sur-le-cham ıe les 

N (2) JS TrpBreossze Ab; uve sur-le-champ qı 
coupures sont les droites x = (2k+1)r, %k &tant entiere; mais il faut bien 


remarquer que chacune de ces droites est dans toute son etendue une cou- 
pure, pour lune et l’autre des integrales: 


! °sinz en "sinz 
Fe u: u Fi 
. 1-+ 2tc0oss+t" . 1-+2te085-+1 


0 1 


dt, 


qwil faut par suite considerer successivement pour obtenir la variation de 
Piz). Soit en efiet {= (2k+1)n+i$ et pour fixer les idees supposons $ 
positif; & cette valeur de 5 correspondent deux valeurs de £, Yune plus 
petite que lunit€e 9=e”* et Yautre plus grande 9=e*‘. Nous avons en 
consequence pour la premiere integrale, une variation que la formule generale: 
ZineF(0,&) 
P(0, &) 
egale A ze“. Pour la seconde on obtient. par un caleul semblable re“; 
il en resulte que: 


apres des reduetions faciles et en remarquant que e= —1, donne 


PB(N)—&(N) = n(e+e“), 


C'est ce que je vais verifier au moyen de la formule de Legendre: 


f. “sinz Pi zsinaz 
)  A+2teoss+t sinan ’ 





ot Yon doit supposer la partie reelle de s comprise entre —rı et +n. Mais 
nous avons @evidemment $ (z+2n) = $(z), ce qui permet d’obtenir la fonc- 
tion dans tout le plan, et va nous donner les valeurs de: 

B(N) = B[(@k+1)a+i5—3], 

$(N) = $b[(2k+1)an+i5-+4]. 
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Observant que la quantit@ infiniment petite A est positive, je retran- 
cherai de l’argument de la premiere 2kr, et de l’argument de la seconde 
2(k+1)n. Cela fait, il est permis de poser A=(, et nous trouvons imme£- 
diatement: 


asina(n + i£) 


&$(N) = —— ‚P(N)=- 


asina(— rn -+-i£) 
sınan 
d’ou: 
B(N)— (N) = 2neosiaf = n(e”+e“), 

On voit ainsi, pour le dire en passant, combien une observation plus 
attentive de r&sultats de caleul integral depuis longtemps eonnus, aurait pu 
aisement conduire aux notions analytiques nouvelles, de notre epoque. 

La notion de coupure se presente de la maniere la plus simple dans 
un cas partieulier que je vais maintenant considerer. Soit f(f) une fonction 
uniforme qui ne contient pas z et ayant un nombre fini ou infini de pöles. 
Si Yon pose: 


b(z) = / fl+z)dt, 


vous voyez qu’a chaque pöle correspond une coupure representee par un 
segment de droite parallele a l’axe des abseisses, ou par cette parallele tout 
entiere si les limites sont —» et +». Üela &tant, la formule generale: 
Zine F(0,{) 


P(N)— (N) = P(6,8) 


s’applique seulement dans le cas des pöles simples. Designons Yun quel- 
conque d’entre eux par p, laffixe { du point M de la eoupure se determine 
en posant d9+{ = p; nous observons ensuite que si l’on fait: 
fd = in ‚ on aura: Plt,z)=@G(t+z), O(t,z) = @'(t-+z) 
d’ou: 
P(t,z) 
O(t, 2) 
ainsi & doit &tre suppose egal A +1. Nous trouvons done en changeant 
les signes des deux membres: 


Se BEER Zin F(0-+£) ZinF(p) 
$b N) Per D N ) — . — | Wr / T 
Sn ie G'(0+£) G'(P) 
N l 1tA F(p) 2 Apıah B\ ‚\ Act » $ D ’'P NN ‘ ‘ ö 1 
ou la quantiıte 6 (p) est preeisement le residu de f(f) eorrespondant au pölk 


9% 
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p. Le resultat ainsi obtenu subsiste quel que soit l’ordre de multiplieite, 
on le demontre aisement comme il suit. 

Considerons la fonction rationnelle, ou plutöt le groupe des fractions 

simples: & 

R R' R'" 4 

pm Fe 

qui est tel qu’en le retranchant de f(f), la difference soit finie pour t=p. | 

Il est elair qw’a l’egard de la coupure attachee au pöle p, on obtiendra la 4 

difference P(N)— P(N'), en substituant cette fonetion rationnelle A f(f). Or i 





-... 


la fraction simple ——— conduit comme nous l'avons dit, & la quantit€ con- 


1 
stante —2inR; pour les autres termes de la forme ppm ma A Con- 


siderer Yintegrale: 


S Ir er Te pi Jar, 


t 


en faisant 3=04—p, oü ® est quantit@ complexe entre #4, et 4. La valeur 
rationnelle de lintegrale indefinie, A savoir: 


rag Bi 2.0 il; ] 

n Lt—O HU” 2 (M-H-iüÜ)" 

montre qu’elle s’evanouit avec A, de sorte que nous avons simplement: 
B(N)- (N) = —2inR. 


Ce resultat est susceptible de beaucoup d’applications; en premier 
lieu je vais en deduire, en supposant que f(f) soit une fonetion rationnelle, 
la valeur de liintegrale definie 


[ "er ddt. 
Partant pour cela de la fonetion: 
de 
bis) = / fit+z)dt, 
je remarque d’abord que l’on a: 


B(8) = /"flt+3)dz, 


ur ee ee 12 


et par consequent &’(z)=0, si l!’on admet comme il est necessaire que 
fit s’annule pour des valeurs infinies de la variable. On voit ainsi que Bi 
$(z) est une constante independante de 3, mais cette constante qui reste 
la m&me entre certaines limites, change de valeur en passant d’un intervalle 





„ ae as, zu 2 ER 
DEE TTS BR i een FR N RE ET N 
BB aR ann > ia" aa NE ER ie nat” "SE na B EREEERE Bi . Be N ER DER 03. 
er at ll ar wire 
EN RTRWEEE BEER, ne RE Y 
: 2 N YES ° « 
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A un autre, comme on va voir. Nommons a,+ib,, a,+tib, ... a,+ib,. les 
pöles de f(f), ranges suivant V’ordre eroissant de grandeur des coeffieients 
de ö, et R, R,, ... R,, les residus qui leur correspondent. Les eoupures 
de 2(z) seront les paralleles & l’axe des abseisses, representdes par les 


equations: „+ib,=t+2, a+tib,=t+z,.... ou bien en faisant 3= r-+iy: 
y=+b, y=+bı ... ete., et ces paralleles pourront se trouver en partie 
au-dessous et en partie au-dessus de l’axe des abseisses. ÜCela £tant, dans 
tout leespace situ&€ au-dessous de la premiere, y=-+b,, la valeur de 
P(z) ne change point et peut s’obtenir par consequent, si l’on suppose 
3=—x. Ona done alors P(z)=(, la fonetion f(f) etant nulle pour une 
valeur infinie de la variable. Franchissons maintenant la premiere coupure, 
P(z) s’augmentant de la quantit@ —2irR, devient egal par suiteä —2ZinR,, 
En depassant la seconde y= b,, on trouvera pareillement &(z) = — 2in(R,+R;,), 
et si l’on continue ainsi de maniere & atteindre l’espace illimite au-dessus 
de la derniere coupure y=b,, nous obtiendrons pour cette derniere region: 
$B(32) = —2in(R,+R, +: +R,). 

Mais alors, comme pour la premiere, la valeur de $(z) se trouve 
egale A zero en faisant 3=+%x, d’ou la condition bien connue FR = 0, 
qui exprime que le degre du numerateur de la fonetion rationnelle est in- 
ferieur de deux unites au degr& du denominateur. Ce qwon vient de voir 
donne pour tout le plan la determination de D(z), et nous en concluons 
lintegrale proposee, sous la forme: 

$(0) = —2in [Ru +R, + +R,) = 2in[R,,+R,.+ "+ R,] 
en supposant que la derniere des coupures situde au-dessous de l’axe des 
abseisses soit y=b,. Et en m&me temps se trouve sous forme d’integrale 
definie l’expression analytique d’une fonetion qui represente dans lintervalle 
de deux coupures eonsdceutives une constante qu’on peut prendre A volonte, 
et dont la valeur en dehors du systeme des coupures est zero. Soit pour 
abreger, p=a,+ib, pı =a,+ib, ete. et posons: 


C, Fa) G,—C, C, 1 
K = Ip, 77 v I—p, Mt 
ou bien: 
C,(P,—P,) C,(p,—P;) Ca-1(Pa-1— Pa} 
{ u ee. 1 ] 2 EI. TER - . 
KV pp)" apa) Tr Ndp) 


la fonetion: 


R.: ("patz)d 
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aura pour valeur —C,, entre la premiere et la seconde coupure, —C, entre 
la seconde et la troisieme, et enfin —C,_, dans le dernier intervalle. Rem- 
placant enfin ces constantes par des fonctions arbitraires de z, & savoir 
F,(2), Fı(2), -.. F,_-ı (2), on parviendra & l’expression suivante: 


in $(z) = F,(z) Ar (P,—P,) dt + F, f” G (p,—p,)dt 





(ip, —3) (Ip, — —p, —3)(t—p,—3) 


+» (Pn — Pn—')dt 
+++F,_1() I (—m-1—3)d—p— 2) 


I 


par laquelle » fonetions diverses sont successivement representees dans les 
intervalles consideres. 

Ce resultat peut se gen£raliser si l’on suppose que la variable t cesse 
d’etre reelle pour suivre un chemin determine, les droites qui figurent les 
coupures ayant alors pour transformees des lignes courbes dont la nature 
depend de ce chemin. De la me semblent r&esulter pour la conception gene- 
rale des foncetions en analyse des conclusions semblables a celles qu’a 
obtenues M. Weierstrass en se plagant & un point de vue bien different, 
dans un travail de plus haut interet sur la theorie des fonetions publie par 
lVillustre g&ometre dans les Comptes rendus de l’Acad&mie des seiences de 
Berlin (Aoüt 1880). 

Je vais encore traiter de la m@me maniere que precedemment la 
determination dans tout le plan de la fonction: 


biz) = [ "fltetz)d 


h 

otı f(f) est une expression rationnelle en sin? et cos? sans partie entiere et 
qui est par suite finie pour des valeurs imaginaires infinies de la variable. 
On voit tout d’abord que P(z) est une constante, puisque l’on a: 


D' (2) — / "pr t+2)dt= f@n+t+3)—f(ty+ 3) 


ty 
et par consequent &’'(z) = 0, la fonetion f(f) ayant 27 pour periode. Desig- 
nons maintenant par = + ib, p =a,+tib, ... , =a,tib,, les pöles 
de f(t) qui sont eompris entre l’axe des ordonnees et une parallele A la di- 
stance 2rı de cet axe. Supposons-les toujours ranges suivant l’ordre eroissant 
de grandeur des coefficients de ©, et soient R,, R,. ... R,, les residus 


qui leur correspondent. L’un queleonque d’entre eux, p,, determine une 





fi yet 
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coupure representee par l’Equation: 
+2 = p,+2nn 


d’otı Yon eonelut en faisant 3= x -tiy: 


i[+2=a+2nn, y=b,. 

La premiere @quation donne pour x toutes les valeurs de —x A 
+00, si l’on fait varier 2 de 4, a 27 +4,, par consdquent les coupures sont 
les diverses droites: y=b,, y=b,,...y=b, Ueei etabli, designons par 
H la valeur que prend f(t+z) en faisant 3= r-+iy et y infiniment grand 


negatif; nous aurons dans la region du plan situce au-dessous de la pre- 
miere coupure: $(z)=2nH, puis successivement, entre la premiere et la 


seeonde coupure, la seconde et la troisicme, ete.: 
P(z2)=2nH—2inh,, P(z)=2nH-2in(R,+R,) ete. 
Enfin on obtient pour la r&gion qui s’etend A Yinfini au-delä de la 
derniere coupure: 
$(z2) = 2nH-2in(R,+R,+:--+R,). 
Cette expression qui complete la determination dans tout Je plan de 
la fonetion 2 (z), donne lieu A une remarque. Si Von nomme @ la valeur de 





ft+z) pour s=r-+iy, et y infiniment grand positif, on a encore dans 
cette derniere region P(z)=2nG; or de la resulte la relation que jai 
donnee dans mon Cours d’Analyse (page 328): 
Rn,+R, + +R, = i(@—M). 
On en tire immediatement, si on l’applique & l’expression cotg u fi), 
la decomposition de f(t) en elements simples. 
Voiei maintenant une determination d’integrale definie. Soit 


’+% eit!-:) 
Im dt: 


nous aurons une seule coupure, l’axe des abseisses, et comme le residu de 


it 
est l’unite, on obtient au-dessous de cet axe J=(0 et au-dessus J= 2in. 
As e Ki s 
Faisons ensuite J, = 7; 4, nous aurons inversement J,= —2in 
—x 


au-dessous de l’axe, J,=0 au-dessus et on en eonelut: 


J-+J +2 coslt—z - +2 sin(t—% 
Aa STD 4--in, ef Da-ıtn 


2 i—2 
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dans la region inferieure, puis: 


+2 "OR +2 1 un 
I no 3) dt=-+in, / un 2 d=+n 


I— 3 








— nn Rn 


pour la region au-dessus de l’axe. Vous voyez que dans les deux cas 


m +2 sin(t— 
l’integrale / m an dt, qui n’a pas de coupure, a la m&me valeur, d’oü 
se tire en supposant 3=0: I ii nd d=n. 


Les expressions de J et de J, donnent encore: 


#; eit d 0 ra et . z 
zz U=V0, fo dt=—2ine“, 


—ıüoDo 


+% et , u +2 ei er“ 
$ zz U = 2inet, S —— d4= 0, 


—ın nn 








ou bien: 








et on en conclut facilement suivant que z est au-dessous ou au-dessus de 
l’axe des abscisses, dans le premier cas: 


+® cost i " +2 sint 
/ ger dt= —ıne””, / wor dt = +ne””, 


—ı% —nD 





et dans le second: 


+2 cost BR ORER- +2 sint . 
/ een +ine", f — d= +rre”, 


Soit en dernier lieu f(?) une fonetion uniforme ayant pour periodes 
2K et 2iK'. Supposons qu’& l’interieur du reetangle dont les sommets ont 
pour affıxes: 

t, b+2K, u+2ZiK, 1+2K+&K, 
les pöles ranges dans le m&me ordre que pr&c&demment, soient Pu, Pıs =: Pa 
Les coupures en nombre infini de la fonetion 


D(3) = rat Sa 


5 


seront d’abord: 
yab,yzb,..y=b, 
puis en attribuant A « toutes les valeurs entieres de -m & +w: 
y=b,+2uK', y=b-+2uk', ... y=b,+2uK'. 
Nommons encore R,, R,, ... R, les residus correspondants aux pöles, 
Pr Pıs = ++ Pu Il est elair qu’etant donnee la valeur contante de &(z) entre 
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e 


deux coupures conseeutives, on en deduira la determination de la fonetion 
dans tout le plan. En supposant par exemple qu'entre la coupure y= b, 


et celle qui la precede, y=b,—2K, on ait P(iz)=#,, nous obtiendrons 
successivement, entre la premiere et la seconde, la seconde et la troisieme ete.: 
$(z) = P,—2inR,, 
Di 2) $,—2in (R,+R,), 


puis immediatement au-dessus de la derniere y = b,: 
P(z2) = bB,-2in(R,+R, + +R,). 

Mais les points de cette region s’obtiennent en ajoutant 2iK’ aux points 
de la premiere, dans laquelle nous avons P(z)= #,. On doit done retrouver 
cette valeur &,, ce qui donne la relation fondamentale de la theorie des 
fonetions doublement periodiques: 

R,+ R,+--+R, = 0 
que la consideration des coupures permet ainsi de d@emontrer sans recourir 
ä la notion des integrales curvilignes. 


Postscriptum. Au theor&eme sur la somme des residus d’une fonetion 
doublement periodique se joint un autre dont j’ai deduit la decomposition 
de ces fonetions en &elements simples, et qu’on demontre encore avec facilite. 

Soit f(f) la m@me fonetion que pr&ee@demment, et posons: 

H(S—1) fd; 
He I": 
il eonsiste en ce que la somme des residus de F(f) est independante de la 
quantite S. 
Je partirai, pour l’etablir, de la fonetion 


Fit) 


et rk Y \ 
$(z2\ = / F(t+2)dt, 


et des relations concernant les deux regions pr&e&demment eonsiderdes, A savoir: 
Di) =D, 
B(z+23K) = b,—2inS, 
en designant par S la somme des residus de Ft). Cela etant, V’&quation 


H'(@—2ik) _ Ma) | in 
H(a—-%K)  H(@a) ' K 
Journal für Mathematik Bd. XCI. Heft 1. 
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fait voir que l’on a: 
F(i+3+2iK') = F(t+3)+ - f(t+3) 


et par consequent: 


ist t,+2K 


$(3+2iK) = Pia)+ f(t+2)dt. 
Or l’expression de S A laquelle nous sommes ainsi amene, A savoir: 
1 4,+2K 


= SH fit-+ z) dt 


) 


est bien en effet independante de &. 


On donne dans les elements comme application des methodes de 
Cauchy, les integrales: 





© a—1 
x Ai 
/ 1-+r sinar ' 
N 
zei _ 1 
/ {7 ren -de = nl(eotgan— cotg br), 
0 
ou bien si lon pose 2=e: 
e e“' st 
. 1-+e’ sin an 


+0 et — eb 
fi — —— dt = n(eotgan— eote br). 


1—e‘ 
— ı. 
Elles s’obtiennent par la consideration des coupures, comme vous allez voir. 
a ’ et &, x 
Soit dabord fi) = ei} les pöles de cette fonetion sont: 


t = (2u+1)in, 
et en posant: 


$D(z) = or +2)dt, 


—n 
nous en conclurons pour coupures, les droites y= (2u+1)r. Considerons 
deux points 3 et s+2ir, separes par la premiere coupure au-dessus de l’axe 
des abseisses y= 1; le residu de f(t) qui correspond au pöle t=in, a pour 
valeur —e”‘, et nous avons par suite: 
$(3+2in) = P(z)+2ine”, 
Mais d’autre part: 


$(z-+2in) = / "fit: +2in) dt = eb (z) 
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d’ou la relation: 
[e ») (2) = Dine!"“ = er“ ch (2), 
et par consedquent: 


ir Zi eiT« st 
$g2)=— — 1 i 
Mi j— ein« sinan 
Soit en seeond hieu: 


ct ht 
A 
\M 1—e 
les pöles seront = 2uwin, en exceptant la valeur «=0, de sorte que la 
fonetion 


D(z) = /"fit+2)ds 


conservera la m&@me determination entre les deux paralleles y= —2n et 
y=2n. Nous pourrons done £erire, en supposant z compris entre les droites 
y-—-ney=n: 

P(z2) = $(z+n), 


\ 


et cette relation donne pour z= 0): 


+ % et — ebt +7 et tx er' 
/ u er dt e”® [ Ile dt— e'” [ — iA 
« ne 2 > 


. 1-+e 


—n —y I 


e’ta ei 
ee 
Ssinarı sinbrr 


—= nr (eotgan — cotgbr). 


I 


Cependant on peut desirer obtenir cette m&me integrale, direetement 
et independamment de la premiere; on y parvient ainsi. 
Faisons pour un moment: 


a= gina P zn erimd 


de sorte que les residus de qui correspondent aux pöles f= 2in 


e e 
1— e‘ 
et t=4in, soient: 


R, = P—eo, R, = Ro. 
Si nous supposons 2 compris entre l’axe des abseisses et la premiere 
coupure y= 2n, nous aurons en franchissant suecessivement cette coupure 
et Ja suivante y=4n: 
P(z+2in) = b(z)—2inR,, 
$(z-+4in) = $(z)—2in(R,+R;). 
10* 
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Or on trouve aisement la relation: 
(3+4n)—(e+P)P(z+2in)taßP(z) = (, 
elle donne sur-le-champ: 
1-a)(1—-P)P(z) = —2in[(e+P)R—R,—R;], 


puis en employant les valeurs des deux residus: 


B(s) = in 





d=e)a—B) 
OU ENCOTre: 
a 1+# 1-+e 
$(z) = ?T zer 5 u) 


Or il suffit de remplacer « et £ par leurs valeurs: e””‘, e””’ pour 
obtenir: 
P(z) = n(eotgan— ceotgbr). 


Ces quelques exemples suffisent ce me semble pour montrer Yutilite 
de la notion de coupure. ‚J’ajoute encore qu’en supposant imaginaires les 


limites de Vintegrale f "fit+2)dt, et faisant = Y(u)+iw(u), de maniere 


que la variable deerive un chemin queleonque entre ces limites, la coupure 
rectiligne qui correspond au pöle p=a-ib, devient la courbe representde 
par les &quations: 


z=a-y(u, y=b-vlu), 


c’est-A-dire le symetrique du chemin deerit par la variable, transporte pa- 
rallelement A lui-m&me, de l’origine des eoordonndes au pöle. L’expression 
entierement &lementaire au moyen d’une integrale definie, de fonetions pre- 
sentant de telles eirconstances, montre combien est necessaire et je puis 
dire generale en analyse lidee de discontinuite si longtemps limitee A ces 
deux faits, du passage par linfini des fonetions fractionnaires, des sauts 
brusques de la formule de Fourier et de quelques autres developpements 
analogues des fonetions en serie. Mais ce ne sont pas seulement les inte- 
grales definies qui donnent naturellement et d’elles-m&mes ces nouveaux 
modes de diseontinuite auxquels est attachee la notion de coupure. Il v 


a lieu tout autant je presume, A l’&gard des &quations lineaires: 
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de considerer la variation de l’integrale, aux deux bords de la eourbe de£- 


finie par la condition @(t,z2)=0. Et a l’egard d’une &quation: 


\_dy N day 


G/(t 
(d ) dir dm 1 


+ = 0 


dont les eoefficients ne contiennent pas z, on obtiendra des coupures reecti- 
lignes attachedes aux points singuliers, en introduisant cette variable de la 
maniere suivante: 


I" de 
Ira) ZI 4 = 0. 


/ 
G +3) ’ 


Enfin d’autres eirconstances que je ne puis quw'entrevoir obseurement, seront 
sans doute r&velces par l’etude de lintegrale double: 


77 u, F 4 u, - 
Pi def du a ) 
G'(t, uU, %) 


La eondition @(t,u,z)=0, ne definirait-elle pas en faisant varier / 
et « entre les limites de liintegrale, un espace pour lequel @chapperait la 
definition de la fonetion de sorte que dans la eonception generale de fonetion 
on doive admettre ainsi que la deja dit M. Weierstrass, l’existence de la- 
cunes comme possible? *) 


*) Voiei au sujet de ces fonctions prösentant des espaces lacunaires, des r&sultats 
extremement interessants qui m’ont et@ commmniqu6s par un de mes &leves, M. Poin- 
carre, ingenieur des mines, professeur ä la Facult& des Sciences de Üaen. 

Soient 
7 re 
n quantites imaginaires de module plus petit que 1, 


&, 


1) @&,, [2 » * Ü„ 


n quantites imaginaires queleonques, x la variable independante. La serie: 


x up Pr... 0," 


— P, &, pP, @,— "+ Pn &, 


PıtPet" Pr 
oü l’on donne ä p,, Ps, --» Pn toutes les valeurs entieres positives, sera convergente 
si x est exterieur au polygone convexe eirconserit aux rn points @, &,, ... a; elle 
sera divergente s’il est ä& linterieur de ce polygone. Elle definit done une fonction 
presentant ce polygone comme espace lacunaire. Cette fonetion n’est qu’un cas par- 
tieulier de la suivante. 
Soit une &quation aux differences partielles, 


dz dz 


+ "+uF, — 
du, 


a 


(l.) «FF — +wF, 


* du, 
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ou F,, F,, ... F„ sont des fonctions developpees en series suivant les puissances 
eroissantes de a, %,, ... u, et dun paramötre arbitraire =; ces fonetions sont sup- 
posdes se r&duire respectivement A 

T—@,, c—G,, ... 0 T—G, 


pour 


umu=.-.- =u=—=\U. 


Il existe une serie ordonnee suivant les puissances des quantites u, et satis- 
faisant formellement & l’&quation (1.). Les coeffieients de cette serie et sa somme 
quand elle est convergente, dependent de x. 

Donnons ä u, %,, ... %, des valeurs de module suffisamment petit, la serie 
definira une fonetion presentant comme espace lacunaire, le polygone convexe cir- 
conserit & @, @,, ... &. 


Paris, decembre 1880. 











Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 


(Fortsetzung; siehe Bd. 57 dieses Journals.) 


(Von Herrn L. W. Thome in Greifswald. ) 


Die homogenen linearen Differentialgleichungen mit rationalen Üoef- 


fieienten, in welchen der Differentialausdruck durch ein System normaler 
Differentialausdrücke (s. die Abh. des Verfassers Bd. 83 dieses Journals No. 1) 
darstellbar ist, sind in der folgenden Abhandlung weiter behandelt. Es 
werden die Integrale dieser Differentialgleichungen bei einem singulären 
Punkte im Anschlusse an die Untersuchungen in Abh. Bd. 87 No.7 Il 
dargestellt (No. 1, 2), und es wird gezeigt, dass man im Allgemeinen 
(No. 5, 6, 9) bei diesen Differentialgleichungen den Werth ihrer Integrale 
mit beliebig vorgeschriebener Annäherung vermittelst elementarer Operationen 
(No. 3, 4) berechnen kann. Das Verfahren, den ursprünglichen Difterential- 
ausdruck durch ein System normaler Differentialausdrücke darzustellen, 
welches in Abh. Band 83 auseinandergesetzt war, ist hier vereinfacht 
(No. 7, 8), und es ergiebt sich, dass die Durchführung dieser Darstellung 
hauptsächlich von der Auflösung algebraischer Gleichungen abhängt, deren 
Üoeffieienten auf algebraische Weise mit den Coeffieienten der Differential- 
gleichung zusammenhängen und deren Wurzeln die Exponenten in den 
Entwiekelungen der Integrale bei den singulären Punkten der Differential- 
gleichung bestimmen. Durch die in den Abh. Bd. 83, 87 und in der folgen- 
den Abhandlung erhaltenen Resultate ist nun die Integration der meisten 
linearen Differentialgleichungen der genannten Art vollzogen. 


In der Differentialgleichung 
d”y dr 
{2} dar 


1 
am + Pia ++ puy = Fu(y, 2) = 0 
mit rationalen Coefficienten sei der Differentialausdruck F,(y,x) durch ein 
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System normaler Differentialausdrücke, also unter folgender Form darstellbar: 


2) AB) Yy Yu) yr -:: Yo) = Fly 8), 


Wo 


2: 
Box 
7% 
Er. 
r 
Er 
Be 
s 


‘ En i 1 
(3.) fa, (Yr > rt) = 2, f,(% Yı, €) 
. . . ° .. W ) 
ein normaler Differentialausdruck ist, der determinirende Faetor Q, = e"*”, 
W,(x) eine rationale Function, die in Partialbrüche zerlegt zum constanten 


Kiste 


Gliede Null hat, und auch selbst Null sein kann, fa (y,, ©) ein regulärer 


Differentialausdruck a,ter Ordnung (s. Abh. Bd. 83 No. 1). In dem System (2.) 
kann die Anzahl der Bestandtheile 71 sein. Es sollen die Integrale ; 
dieser Differentialgleichung bei einem singulären Punkte dargestellt werden. g 

Wenn die Differentialgleichung (1.) in mehrere Differentialgleichungen 3 
zerfällt, in denen normale Differentialausdrücke gleich Null gesetzt sind, 4 
wenn es also Differentialgleichungen letzterer Art giebt, deren Integrale 4 
unter einander linearunabhängig sind und zusammen ein System linearun- 
abhängiger Integrale der Differentialgleichung (1.) bilden, so kommt man 
auf den Fall zurück, wo Differentialgleichungen mit nur regulären Integralen 3 
zu integriren sind, deren Integrale alsdann mit Ausdrücken 2 = e”® (3.) % 
multiplieirt werden. Weiteres über diesen Fall folgt No. 9 I. 

Hier wird zur Untersuchung der Integrale der Differentialgleichung 
F,.(y, x) = 0 bei einem singulären Punkte die Darstellung von F,, (y, x) durch 
das System (2.) zu Grunde gelegt. Nun sollen die Integrale bei einem 
singulären Punkte e=a im Endlichen betrachtet werden. Die Behandlung 
des Falles, wo der Punkt 2= x singulär ist, kommt durch die Substitution 
L- (s. Abh. Bd. 83 No. 9 (12.), die vorliegende Abhandlung No. 5 (6.)) 
auf die des vorigen Falles zurück. 

In dem Systeme (2.) werden diejenigen auf einander folgenden Diffe- 
rentialausdrücke zu einem zusammengezogen, in welchen die in Partialbrüche 
zerlegten rationalen Funetionen W(x) der determinirenden Faetoren die ‘ 
Glieder, in denen sie für = a unendlich werden, übereinstimmend haben. R 
Hierdurch entstehe das System 

(4.) F, Y; €) = Yı, F, (Yı; €T)= VER ee F,,(Y: ; €) = F,„(9; €), 
wo 


IE \ Y j4 2 2m „“ Y / —wr. j [ ne A\ 
5.) F,,2)=e'F,(e "8, (k=0..ft) 


ist, w, von der Form Y$e_,(2—a)”* oder gleich Null und je zwei auf ein- 
1 
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ander folgende Grössen w, von einander verschieden, F,,(y;,; x) ein homo- 


gener linearer Differentialausdruck «;te" Ordnung mit rationalen Coef- 
fieienten und dem Üoefficienten der höchsten Ableitung gleich 1, so be- 


schaffen, dass in der Differentialgleichung F, (y:, 2)=0 bei z=a der cha- 
rakteristische Index gleich Null ist. 

Die Exponentengleichung (s. Abh. Bd. 83 p. 119) von F, (yı, x) = 0 
bei e=a habe die Wurzeln 
die so angeordnet sind, dass diejenigen Wurzeln, die sich nur um ganze 
Zahlen unterscheiden, auf einander folgen und unter letzteren die vorher- 
gehende einen reellen Theil habe, der nicht kleiner als der der folgenden ist. 

Die Integrale von F, (y,z)=0 bei e=a treten dann unter der 
Form auf 

(7) Ya’ [dx Ya" va. f Yalı Yadı, (b=1...o,) 
wo 
rm—b+l E24 
8.) n=la-a)"" wule) (b=l...e,) 
ist, %, (2) eine Entwickelung der Form F&c,(2—a)‘ hat, worin ec, von Null 
0 
verschieden, c,= c,a,, a, eindeutig bestimmt ist, welche Entwickelung in 
einem gewissen Kreise mit e=a als Mittelpunkt und von Null verschie- 
denem Radius convergirt (s. Abh. Bd. 83 No. 9 (14.)). Die Integrale von 
F,.9,2)=e*F,(e "y,,z) = 0 


sind 


) = uf d£un Un.- # Kanıtude, (bel...e, 
wo 
1) m=e'vu. (bel...a,) 


ist. Die Integrale von F,(y,x)=0 sind alsdann 


Gl) go uf de ua... url ude, b=1..a,+@a+'++o,) 
wo in den « der Zeiger 
‚0 =t(=06 (t=1...o,) 


z 


Beats (24:7 


zu Setzen ist, alsdann die Werthe der « aus (10.) zu nehmen sind. (Vgl. 
Journal für Mathematik Bd. XCI. Heft 1. 11 


(12.) 
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Abh. Bd. 83 No. 9 I). Die Determinante der Integrale (11.) 


Yı Y: er Ym 
m Um 


dx 





| dn- Ay, deiy, a"'y | 


| der dar! dar-i 
ist (vgl. Abh. Bd. 87 No. 7 II b): 
(14.) D= u in... = RE 


Die rationale Funetion p, werde in Partialbrüche zerlegt. Die singulären 
Punkte von F,, (y, ©) = 0 im Endlichen ausser «a seien a, bis a,_.. Es werde 
zur Abkürzung 

WWW, tr +0,80, = dv, 


15. ir 
(15.) atrat Hr, — (er u 


gesetzt, wo die w aus (5.), die r aus (6.) hervorgehen, so findet sich gemäss 
(14.) oder, indem man p, aus e_ herleitet, der Ausdruck 


L) —/p, d ar R,+. 9x—1 U — Ua 
(16.) e: c(x—a) + el1- —y". (1- 2 
& u ii 


wo die Factoren eye für e=a den Werth 1 erhalten, U(x) eine 


= R, 


rationale Function ist, die für = «a nicht unendlich wird, e eine Uonstante. 
Diese Constante ergiebt sich alsdann aus der Entwickelung der beiden Seiten 
von (14) bei e=a. Wird 
(17.)  Wala) Wirla)...W.,(a) = Ar 
gesetzt, wo die w aus (8.) hervorgehen, so erhält man 
18) e= 44....d,. 
Unter den Wurzeln (6.) der Exponentengleichung von F,, = () bei 
x = a in der bei (6.) angegebenen Reihenfolge möge eine Gruppe im Ganzen 
von 4 (4 — 1) Wurzeln, die sich nur um ganze Zahlen unterscheiden, r,, r3, ... r. 
vorkommen. Dann werden aus (7.) die A Integrale von F,, —=() entnommen, 
bei welchen in dem zuletzt stehenden v,, in dem Exponenten ru —b+1 
Far Po +. 77, It, und bei Ausführung der Integrationen durch Integration 
in den einzelnen Gliedern der Entwickelungen jedesmal das constante Glied 
annullirt wird. Hierdurch erhält man die Entwickelungen dieser 4’ Integrale 


von F„=V0 











BEER 
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19) Y=(2-a)" Yale) +ra()logle—e)+ +7, (2) (log(e-a))" |, 
(a=1...i) 


wo die Funetionen %(xz) Entwiekelungen der Form Eys(c—a)' haben, die 
bei demselben a für 2=a nicht alle verschwinden, x,, (2) von Null ver- 
schieden ist. Wenn in den Grössen w(x) in (8) e—_n—r, +1 Anfangs- 
glieder entwickelt sind, so erhält man durch Ausführung der Integrationen 
(7.) bei diesen e Gliedern die og Anfangsglieder (von (e-a)' an) in den 
Entwiekelungen der Grössen z7: dieselben verschwinden in dem Factor der 
höchsten Potenz von log(z=—a) nicht alle, wodurch die Zahl g, bekannt 
wird (gemäss dem in Abh. Bd. 83 No. 9 vor (23.) Gesagten). 

Aus (11.) erhält man dann die entsprechenden . Integrale von 


F,, (Y, X) u 0 
20.) = uf da ra reg Wr Ydı, (a=1....) 


wo für Y, die Entwickelung (19.) zu setzen ist, bei Ausführung der Inte- 
grationen durch Integration in den einzelnen Gliedern der Entwickelungen 
jedesmal das constante Glied annullirt werden soll. Hier ist #7 > 0 voraus- 
gesetzt; in dem Falle k=0 hat man die Integrale von F, =0 unter der 
Form (19.) mit e” zu multiplieiren, wodurch man die Integrale von F, = 
erhält. Aus (20.) und bei k=(Ü au F,=(0 gehen alsdann die Entwicke- 
lungen der 3 Integrale von F,„=( hervor: 


| 


‘6 , ra t+t+t. tar _1ı 2 u . u \a- 1; 
(21.) Y,=(z-a) ‘ Pa(z)+Yyalw)loglr-a)+-+Y., (a)(logle—a))" |, 
(a=1...4) 


wo die Funetionen 9,(x) innerhalb des Bezirkes, der zu dem Punkte 
z=a in der Differentialgleichung F,(y,x) = (0 gehört, abzesehen von 
diesem Punkte einwerthig und stetig sind, und daher durch die Summe 
zweier Potenzreihen, von denen die eine nach Potenzen von z—a, die 
andere nach Potenzen von (2—a)-' mit positiven ganzzahligen Expo- 
nenten fortschreitet, dargestellt werden (s. Abh. Bd. 87 No. 1). Der Grund, 
weshalb die ganze Zahl ,+---+@,_,, für welche bei k= 0 Null eintritt. 
in den Exponenten r,+0,++--+«,_, aufgenommen worden ist, wird in No. 3 
angegeben. Aus (11.) möge im Ganzen eine Gruppe von A Integralen der 


Form (21.), in denen die Exponenten von 2—a sich von r, nur um ganze 
Zahlen unterscheiden, hervorgehen. 


11* 
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Um nun die Integrale (20.) weiter zu untersuchen, wird zunächst 
von dem Systeme (4.) in Bezug auf die Wurzeln (6.) der Exponenten- 
gleichungen von F,=0 k=0...!) bei x = a vorausgesetzt, dass jede 
Wurzel der Exponentengleichung von F, = 0 sich von jeder der Expo- 
nentengleichung von F,, =(, wo y<Szx ist, nicht um eine ganze Zahl unter- 
scheidet. s, in (21.) wird dann gleich g, aus (19.), P..,(@) von Null verschieden. 

a.) Das Integral (19.) Y, werde um den Punkt z=a herum innerhalb 
eines Grebietes, welches durch eine sich selbst nicht schneidende Linie be- 
grenzt wird und von singulären Punkten von F,, =() nur den Punkt = a 
enthält, längs der Begrenzung in positiver Richtung (diese liegt zu 
der von Innen nach Aussen erstreckten Normalen, wie die Strecke +i 
zu der Strecke +1) fortgesetzt. Ein solcher Umgang um z=a wird ein 
positiver genannt. Geht das Integral dadurch in [Y,] über, so wird, indem 
jetzt = ist, 

22) [Y]=KıY+Kah+-+K,n.Y. te 'Y, (a=1...}), 

wo die K Constanten sind. Dieses ergiebt sich, indem man den positiven Um- 
gang um c=a successive in dem Integrale (7.) vornimmt. Die Constanten X 
werden entweder aus dem Integrale (7.) nach dem Verfahren Abh. Bd. 83 
No. 9 (25.) bestimmt, wozu es genügt, in den Grössen w in (8.) die —r;+1 
Anfangsglieder zu entwickeln und die Integrationen bei diesen auszuführen. 
Oder es wird nach Abh. Bd. 87 No. 2 I das Gleichungssystem aufgelöst, 
welches aus Gleichung (22.) und ihren a—2 (da der Coeffieient von Y, schon 
bekannt ist) ersten Ableitungen besteht. Die Determinante desselben mit 
(z—-a), wo s= - Int (« Me. nase 


und stetig und für e= «a von Null verschieden, wie sich auf folgende Weise 


‚ multiplieirt, ist bei e=a einwerthig 


ergiebt. Wenn man die Integrale Y, (a=1...i) durch ein System Integrale 
von F,=0 der Form 
23.) = yfdayz'n...fvohn de, (=1...A) 

ausdrückt, wo v, = (2—a)®""y,(z) ist, w, eine Entwiekelung der Form 
5 c,(2—a)* hat, worin c, von Null verschieden ist, die Exponenten 
“ (b=1...)) in den v die in (19.) sind, und bei den Integrationen das 
eonstante Glied annullirt wird, so gehen in den Ausdruck von Y, nur die 
Integrale y,, y, bis y, ein. Denn nach den Untersuchungen Bd. 87, pag. 242 
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ergiebt sich aus (7.), dass die Entwiekelung von Y, (19.) zu dem Expo- 
nenten r, gehört, und wenn r, einfache Wurzel der Exponentengleichung 


von F.= 0 ist, dass nur der von Logarithmen freie Theil in Y, zu r, ge- 
hört, wenn r, mehrfache Wurzel ist und s-mal vorkommt und unter den 
s in der Reihenfolge r,, r, bis r, nach einander stehenden gleichen Wurzeln 
die Zte ist, dass in Y, die (/—1)te Potenz des log(z=—a) die höchste von 
denen ist, deren Factoren zu r, gehören; entsprechend ist es bei y, in (23.), 
woraus sich das Gesagte ergiebt. Demnach unterscheidet sich die Determinante 
(13.) bei m=a-1 der linearunabhängigen Funetionen Y, bis Y,_, um einen von 
Null verschiedenen Factor, die Determinante der Substitutionscoeffieienten. 
von der Determinante der Funetionen y, bis y,_, und letztere ist v,%...v,_.ı- 
Es genügt zur Auflösung des genannten Gleichungssystems, in den Grössen 
Xs (e=1...a) in (19.) und den entsprechenden Grössen in dem Ausdruck 
der Form (19.) von [Y,] r,—r,_ı+1 Glieder von (e-a)' an zu entwickeln. 
Die Constanten K,, ergeben sich unter der Form 
24.) K,=e" hs, 

wo A, eine ganze rationale Function von 2ni ist mit Coeffieienten, die 
rationale Ausdrücke von Constanten sind, welehe in den Entwickelungen 
(19.) bei 1, 2, .... a vorkommen, mit rationalen Zahlencoeffieienten. 

Nimmt man nun in dem Integrale Y, (20.) den positiven Umgang 
um 2=a vor, so erhält man als Resultat, dass in (20.) [Y,] an Stelle von 
Y, zu setzen ist, und bei den Integrationen die constanten Glieder zu 
annulliren sind, weil die Exponenten von 2—a in den jedesmal zu inte- 
grirenden Entwickelungen nicht ganzzahlig sind. (Vgl. Abh. Bd. 83, No. 9 
(26.)). Daraus ergiebt sich, wenn man das Resultat des positiven Umganges 
um c=a bei Y, durch |Y,] bezeichnet 

235) Y]l=-Kılht+Kont-+K, Vote 'Y. (a=1.... 
wo die K die Constanten aus (22.) sind. 

Werden in (25.) rechts die Ausdrücke (21.) für die Y eingesetzt und 
links der Ausdruck, den man aus der Entwickelung (21.) erhält, wenn man 
in dieser denselben Umgang um z=a vollzieht, so erhält man durch 
Gleichsetzen der gleich hohen Potenzen des log(@—a) auf beiden Seiten 
von (25.) die Function (e- a) "91, (2), (b=2...g) ausgedrückt als 
homogene lineare Verbindung der Functionen 
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ra tat... te. “= 1...9—1) 
a u (®), | cl... |) 


mit constanten Coefficienten, die bekannt sind. 
Es bleibt demnach übrig, die Functionen 


(x —a)° +%+.+0,._1 Pa (2), (a u 1 2. h) 


herzustellen. 


b.) Der Ausdruck des Integrales Y, (20.) enthält Y, (19.). In dem 


Ausdruck von Y, sind diejenigen Functionen %,(x2), welche identisch ver- 
schwinden, wegzulassen, man findet dieselben nach Abh. Bd. 87, No.” ll. 
b.) pag. 291. Dann wird Y, eine Summe von Ausdrücken 


(26.) u, /da u," Ur.» PD (x als a) (x) (log (2— a)y—' dx. 
Es werde nun ein Integral 


(27.) )«-a) w(2)log(z—a)" da 


« 


betrachtet, in welchem w(xz) in der Umgebung von 2 =a abgesehen von 
diesem Punkte einwerthig und stetig ist, daher durch die Summe zweier 
Potenzreihen dargestellt wird, von denen die eine nach Potenzen von z—a 
mit positiven die andere mit negativen ganzzahligen Exponenten fortschreitet, 
r nicht ganzzahlig, n ganzzahlig und positiv ist. In der Entwickelung des 
Integrales soll kein constantes Glied vorkommen. 

Durch wiederholte Anwendung der Formel 


£ (2) (log(2—-a))"de=n(xz)(log(z— a))"— nf? (x) (log(z—-a))" "dx, 
(28.) :@)=(e-a) ya), na) = (v-a) yla)de, 
(a) = (e-a)"/ (ea) y(a)da, 


wird das Integral (27.) in den Ausdruck entwickelt: 
(log (@—a))" / («-a) y(a)da 
—n(log (2 — a)" / da (2— a)" / (@ — a) w(x) dx 
+n(n—1) (log (z—-a))""/ dx (@-a)"/ da (@-a)"/ («-a) w(z)de—-- 
+ (12-1)... 1 / da (0-0) [dr(@-a)”.. [ \@-ay y(@)da, 
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(29.) 
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wo bei jeder Integration das constante Glied in der Entwickelung zu 
annulliren ist. Wenn man nun die in Bezug auf die Exponenten r,, (6.) 
(k=0...!") oben (vor a.) gemachte Voraussetzung berücksichtigt, so ergiebt 
sich, dass man zur Ausführung der Integrationen in (26.) die Formel (29.) 
successive anwenden kann, indem bei den jedesmaligen Integrationen Inte- 


grale wie (28.) vorliegen, in denen r nicht ganzzahlig ist. Man kann daher 


+0 t+.t+%,_ 
a) a u k—1 


jede Function (2 — p,(x) in (21.) zunächst mittels einer Formel 


darstellen, die eine Summe einer endlichen Anzahl von Integralen 


(30.) U= xu, fax 73 fazu,... [u,de 
ist, worin x eine gegebene ganze Zahl ist, die Grössen x folgende sind: 
31) Hull: Marta, e*(z-a) "x. (&) 
aus (26.) und die Grösse (e—a)"'. Es wird 


nn wu —1 WR , - na h . 
u=l, WU, e’(z—a)'yan\T)- 


„t..t+ or —1 


Die Grössen «, bis «,_, gehen aus den Grössen 
win DB vo... ne 

die in dieser Reihenfolge und jede einmal auftreten, und aus (@e— a)”', welche 

Grösse zwischen den vorhin genannten steht oder fehlen kann, hervor. Bei den 

Integrationen in (30.) ist jedesmal das constante Glied in der Entwiekelung 

zu annulliren. (a), (2) wird durch ein einziges Integral 

(30.), worin nur die Grössen (31.) vorkommen und %,(®) gleich z., (@) ist 


gegeben. Es sind nun die Grössen (31.) u und x.,(x) darzustellen. 


fe mn dx 


und bildet man mit den a ersten die Determinante (13.) für m =a, so ist 
dieselbe 


c.) Hat man m Functionen y unter der Form 


(32.) y =, = /[undae, ..: md fazo.... 


« 


33.) D,=vo"...o, 
woraus folgt 


\ D, D D D,. DD 
34.) =D, %= = 


a. = 7, .. 2 
D' ’ D} De 


(Hesse dieses Journal Bd. 54 pag. 249 etc. (61.), (71.); vgl. Abh. Bd. 87 
No. 7 III b). 


Bringt man die Grössen (32.) y auf die Form 
35) y=Y, = v fri'v: ee en v, [deri'v... fat, v„de, 
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wo v, = 0,%...d, 80 wird 
(36.) D,=vYırr...9, 
woraus folgt 


"93m D ? 
(3 ‘.) V| ei 1» V. = D en (a =. 2 ... m). 
a—1 


Wird die Determinante (13.) der » Funetionen 


‘ / = ‚Eu- “ | 
(38.) Vn+l Yarı [Vals Vn+2 de, ee Vn+i dx Vm+i Vn+2 0 Minen Ynyn dr 
durch 
(39.) D, un Vn+i Vn+? eo. Vn+n 
bezeichnet, so ist die Determinante (13.) der m+n Functionen 


(40.) »,, vfwi' mndae, ... vfdavz've... [Van Ynın de 

gleich 

(41) Yı92.. Yan = DD. 
Die Determinante (13.) von m Funetionen y, bis y„ möge die Differential- 
determinante dieser Funetionen genannt werden. 

Um nun die Grössen « in (10.) und zu dem Zwecke die v in (8.) 
darzustellen, hat man die «, Integrale (7.) von F), =0 (k=0...!") zu ent- 
wickeln und aus diesen successive die «, Differentialdeterminanten erster 
bis «,tr Ordnung zu bilden. Vermittelst dieser werden dann die Werthe » 
nach (37.) ausgedrückt. Die «, Integrale (7.) von F, =0 bilden Gruppen 
von Integralen, und die Integrale der einzelnen Gruppe haben die Ent- 
wickelungsform (19.). Die Functionen (e—a) *z, (x) in dieser Entwickelung 
genügen einer homogenen linearen Differentialgleichung mit rationalen Coef- 
fieienten und dem Coeffieienten der höchsten Ableitung gleich 1 T,(y, x) =, 

„= 0 
miltels elementarer Operationen herleitet. Diese Differentialgleichung T, (y, 2)=0 
hat bei e=a den charakteristischen Index gleich Null (l. ce. Satz e.). Man 
kann nun eine beliebige Anzahl von Coefficienten in der Reihenentwickelung 


welche man nach Abh. Bd. 87 No. 7 I. aus der Differentialgleichung F 


r\ 
7: 


der Funetion (= — a) *4,,(x) nach dem bei (19.) Gesagten berechnen, und 
ist hierdurch im Stande, die Reihenentwickelung von (2 —a) *z,,(x) mittels 
der Differentialgleichung T, (y, x) = 0, da diese bei e=a den charakteristi- 
schen Index gleich Null hat, eindeutig zu bestimmen, und alsdann mittels 
derselben Differentialgleichung, weil sie rationale Coeffiecienten besitzt, weiter 
zu untersuchen, was in No. 3 geschieht. Die Reihenentwickelung von 
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(2 —-a)°%,(x) gilt in dem Bezirke, der bei der Differentialgleichung F,, = 0 


zuxe=a gehört (Abh. Bd. 87 No. 1). Nun hat die a der genannten Diffe- 


rentialdeterminanten gemäss (36.) eine Entwickelung von der Form 
& (a—1)a 
Sr — 2 r 
(z--a)' r,(z) 
\ J a\“ N) 


R r . . 
wo ?,(z)=>c,(2z—-a)' und c, von Null verschieden ist. 
Ü 


Führt man daher in den Ausdruck (13.) dieser Determinante die Ent- 
wiekelungen der Integrale unter der Form (19.) ein, so sind in diesen Ent- 
wiekelungen und ihren Differentialquotienten die Glieder, welche Potenzen 
des log(z—a) enthalten, wegzulassen. Es stellt sich demnach die vorhin 
genannte Function %,(x) als ein ganzer rationaler Ausdruck von Fune- 
tionen dar, deren heihenentwickelungen nach Potenzen von e—a mit posi- 
tiven ganzzahligen Exponenten gegeben sind. Demnach erhält die Grösse 
u, (10.) die Form 

(42) Up = e*(z- a) a 
wo die Funetionen n(z) und »(z) gleich 7, (x) bezüglich #,_,(x) innerhalb 
des Bezirkes, der bei der Differentialgleichung F,, =0 zu dem Punkte x = a 
gehört, einwerthig und stetig und für = a von Null verschieden sind und 
als ganze rationale Funetionen von Reihenentwiekelungen nach Potenzen 
von 2—a mit positiven ganzzahligen Exponenten dargestellt werden. 

d.) Das Integral (50.), welches eine durch mehrfache Integration zu 
bildende Integralfunction darstellt, wird nun in folgender Weise durch ein 
bestimmtes Integral ausgedrückt. 

Es sei y(2—.a) eine analytische Funetion, die innerhalb eines Kreises 
um z=a als Mittelpunkt mit von Null verschiedenem Radius R abgesehen 





von 2e=a einwerthig und stetig ist und daher die Entwiekelung hat 


6 —{ 
(43.) w(ie-a) = Fe,(z—a) + N c (2 - a). 


0 —] 
Dann ist, wenn r nicht ganzzahlig ist und das eonstante Glied in der Ent- 
wickelung des Integrales annullirt wird: 


\r Is » E} en; + 
c(z— a) tt c‚(z—aytır! 


(44.) f(& — a) w(z—-a)dı = > 


| I. 
+8 
« 0 r—+ü N | 2 


r+-a+1 

Nun werde die Function «= e‘, wo e nieht ganzzahlie ist, über die 

Peripherie des Kreises in der @-Ebene mit dem Mittelpunkte in dem Punkte 
Journal für Mathematik Bd. XCI. Heft 2. 12 
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«—=() und dem Radius 1 in positiver Richtung (vgl. a.) von«e=1anbiszue=1 
zurück integrirt und dabei der Anfangswerth von loge, also log1 gleich 
Null genommen. Ein Integral, welches über diese Linie in der angegebenen 





7) 
Richtung von 1 an bis zu 1 zurück erstreckt wird, werde durch / be- 
1 


zeichnet. Dann ist “ 








/ Me ne r+n a En nn a nl 
t26.) ei —1 / fe r+n-+1 
Es ergiebt sich hieraus 
| R L — na\rta+1 u, (z—a)tetl 
a Mi ‚(2— mn ala -aytrt @ e 
Sa a U ( a) dx = r+a+1 +2 r+a+1 
‚am DIR... Zar 167 (za) a +8e z— a)' a"! a de 
(47.) er erri__f e wYa\ ’ - al ' 
(2—a)" 


ip 
= na | v((2— a)a) «de. 
1 
Was die Integration in den einzelnen Gliedern betrifft, so werde 
daran erinnert, dass jede der beiden Potenzreihen, wie sich aus der unbe- 
dingten Convergenz derselben ergiebt, für die Werthe x in einem Gebiete 








innerhalb des Kreises um z=a mit dem Radius R, welches den Punkt 
x = a nicht enthält und für die in Betracht kommenden Werthe « in gleichem | 
Grade eonvergirt (vgl. Abh. Bd. 87 No. 4 Anfang). 

Es ist also die Integralfunction (44.) / (za) w(z—a)dx, bei welcher 
r nicht ganzzahlig ist und in deren Entwickelung kein constantes Glied vor- 
kommt, ausgedrückt durch das bestimmte Integral (47.), bei welchem unter dem 
Integralzeichen die gegebene Function w(z—.a) steht. 

Nun soll die Integralfunetion 


(48.) fax (2- a)" w (© a) fe - Aw, (2 a)de 


bei welcher w, und y, in dem Kreise mit dem Radius R Entwiekelungen 
der Form (43.) haben, r, und r,+r, nicht ganzzahlig sind, bei den Inte- 
grationen das constante Glied in der Entwickelung annullirt wird, durch 
ein bestimmtes Integral dargestellt werden. Durch zweimalige Anwendung 
der Formel (47.) erhält man 
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1 ia | 
Guy Jia - at na-a)/ yıle-a)e.)arde, 
1 


(za) tt? fa u uf‘ | | ng 
(49.) — (een Hi Ile). ap ((w—a)e,)ar*” ; v.((2—-a)e,a,)ade, 
1 1 
(za) tt?° f ri n+tnt+tlyr 
(tt 1yernh). da, / wı((@-a)a)y((@-a)aa.)e; "ara, 
1 1 


Durch den Uebergang von o—1 auf o unter Anwendung der Formel (47.) 
erhält man nun zur Darstellung der Funetion 


(50.) fax (2a) w (x — a) [ax (2- a)" w,(2—a)... ((« — a) vw, (z-a)de, 


wenn %,, %, bis vw, in dem Kreise mit dem Radius R Entwickelungen der 
Form (43.) haben, r,, tr, tr, -. rn +n+*-+r, nicht ganzzahlig sind, bei 
den Integrationen das constante Glied in der Entwiekelung annullirt wird, 


den Ausdruck 


[ 


(z— at! 


(eeı?ti —4)(er"! —1)...(e° —1) 





09 


1 1 


9 =nt+n++r,+0—l, %=n+t'.+r,+0—2, ... 0, =r 


So 0) 

bei welchem unter den Integralzeichen die gegebenen Funetionen ı stehen. 
Diese können in dem bestimmten Integrale nun irgend eine andere Dar- 
stellungsform als durch die Reihenentwickelung (43.) erhalten. 

Die Darstellung durch das bestimmte Integral (51.) wird bei der 
Integralfunetion U (30.) angewandt. Die Grössen « erhalten hierbei die 
Ausdrücke (42.); der Radius R des Kreises um z=a als Mittelpunkt wird 
so gewählt (s. No. 3), dass die Grössen n(z) und o(r) innerhalb dieses 
Kreises nieht verschwinden, die Funetionen 2,(x) (31.) innerhalb desselben 
einwerthig und stetig bleiben. Die Grössen w(z—a) in (51.) erhalten da- 
durch die Form 





- 2 = 
(52.) vw(e2— A) — e’ S(@ a) 
| | L S(z—a) 


n 


wo z gleich Null oder von der Form Ye _,(2—a)* ist, & und innerhalb 


1 
des Kreises mit dem Radius R einwerthig und stetig sind und £ innerhalb 
desselben nieht verschwindet. Dann wird die Function U (30.) für die 
Punkte x innerhalb dieses Kreises, abgesehen von dem Mittelpunkte == a, 


192* 
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— 


durch ein bestimmtes Integral wie (51.) noch multiplieirt mit zu, dargestellt. 
Die Differentialquotienten der Funetion U (30.) nach x werden in folgender 
Weise gebildet. Man hat 

Eu dU du, f ’ 5 

(93.) == %  faxu,.../u,de+ zu, den... fu, dx. 


dx dx 


Durch wiederholte Anwendung dieser Formel erhält man die successiven 
Differentialquotienten. In diesen treten die Integralfunetionen auf: 


(94.) / dx us... u,dx, / dx u;... Jude, ws / u,de, 


die vermittelst der Formel (51.) darzustellen sind. Durch Addition von 


ee Tr aa . an) . +0+..+0,._ . .. 
Grössen U erhält man die Funetionen (2 — a) "1 ,(x) in (21.), durch 


Addition der Differentialquotienten gleich hoher Ordnung dieser Grössen U 


.nn . g _ı° <f +0,+..+ Bu 2 
den entsprechenden Differentialquotienten von (2 - a) "Ag sl). 


Kennt man von dem Integrale Y, (21.) und seinen m—1 ersten Ab- 
leitungen die Werthe in einem nichtsingulären Punkte der Differentialglei- 
ehung (1.) F,(y, x) = 0 innerhalb des Kreises um = a mit dem Radius R, 
so ist dadurch vermittelst dieser Differentialgleichung die Reihenentwickelung 
von Y, für den Bezirk dieses nichtsingulären Punktes gegeben. Es seien 
nun in einem nichtsingulären Punkte innerhalb des Bezirkes von z=a 
hei der Differentialgleichung (1.) die Werthe der Integrale (11.), welche 
Integrale die Entwickelung (21.) haben, und die Werthe der m—1 ersten 
Ableitungen derselben ermittelt. Die Differentialdeterminante dieser Integrale 
ist dureh (16.) und (18.) gegeben. Es sind ferner durch (25.) die Con- 
stanten in dem linearen Ausdrucke dieser Integrale, in welchen ein Integral 
bei dem positiven Umgange um den Punkt r=a übergeht, bekannt. Das- 
selbe sei bei den Integralsystemen, die bei den anderen singulären Punkten 
von F,(y,2)=0 entwickelt sind, gefunden. Diese Ermittelungen reichen 
nach Abh. Bd. 87 No. 6 hin, um die Fortsetzung jedes Integrales von 
F,(y,2)=0 zu verfolgen. Die Untersuchung dieser Aufgabe wird in No. 4 
durchgeführt. 

e.) Die Funetionen y, (x) (21.) sind in dem Bezirke, der bei der 
Ditferentialgleichung (1.) F,(y, x) = 0 zu dem singulären Punkte e=a gehört, 
abgesehen von e=«a einwerthig und stetig und haben daher Entwickelungen 





1 \ fr a) > y . —W0L v Wr. ‚Al 
der Form (43.). Ebenso die Funetionen e "(2 —a) y„\z), wo e‘ aus (20.) 
entnommen ist, » eine ganze Zahl, über die später verfügt wird. Es werden 
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die Entwickelungen letzterer Functionen weiter betrachtet. Wird 


7 


e *(z—a) pa(®) = © 
gesetzt, so ist in der Entwickelung von o» von der Form (43.) der Üoeffieient e, 
55) = gr foa-a) de, a=—a..+x 
wo über die Peripherie eines Kreises innerhalb des Bezirkes von 2=a mit 
diesem Punkte als Mittelpunkt in positiver Richtung integrirt wird. Ist A, 
der Radius dieses Kreises und wird e—-a=R,P gesetzt, so erhält man 


6.) ©o,= ” | eB'dP. 


2ri 


"at Rt. tl, 


Die Function e * (= -a) pa (x) genügt einer homogenen linearen 
Differentialgleichung mit rationalen Coeffieienten und dem Coeffieienten der 
höchsten Ableitung gleich 1, die man aus der Differentialgleichung (1.) 
F,(y, 2) = herleitet. (Abh. Bd. 87 No. 7 1.) Dieselbe hat bei z=a eine 
Exponentengleichung, unter deren Wurzeln es solche giebt, die sich von 
r, nur um ganze Zahlen unterscheiden. Diejenige derselben mit «dem 
kleinsten reellen Theile sei r,.. Dann wird die ganze Zahl v in » gleich 
+++, —rz, gesetzt, und aus der vorhergehenden Differentialglei- 
chung die Differentialgleichung für o hergeleitet. Diese liefert eine Reeursions- 
formel für die Coefficienten ec, (55.), die dieselben homogen und in eonstanter 
Anzahl enthält. Man braucht daher nur eine endliche Anzahl dieser Coeffi- 
cienten zu kennen, um die übrigen aus diesen mittels der Reeursionsformel 
herleiten zu können, wie in Abh. Bd. 87 No. 7 Illd weiter ausgeführt ist. 


Y . a) . 7 . nd 7 ra, tr... tr@r_ı) r 
Sollen in der Entwickelung der Function e””(z—a) u # 


wo Y, das Integral (21.), © gleich Null oder von der Form Ye_,(r— a) 
l 


ist, Potenzen von 2—a mit negativen Exponenten nur in endlieher Anzahl 
vorkommen, so muss © = w, sein, wie sich aus (11.) durch suceessive Division 
mit den Grössen « und Differentiation ergiebt. Es dürfen dann in der Ent- 
wickelung von e *(z—-a)’ y,(z), wwr =r, ++" '+0,_,—r;, ist, gar keine 
Potenzen mit negativen Exponenten vorkommen, weil die Differentialgleichung 
von ® bei e=a eine Exponentengleichung hat, unter deren Wurzeln die 
ganzzahligen gleich oder grösser als Null sind. Die Recursionsformel für 





die Coefficienten ec, möge nun die s+1 Coeffieienten e,,, bis e,,, , enthalten. 
Die niedrigste ganze Zahl k, für welche der Coeffieient von e,,, , in der 
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hecursionsformel etwa verschwindet, seiz. Dann ist, damit die Coeffieienten 
c, mit negativem Zeiger a sämmtlich verschwinden, gemäss der Recursions- 
formel nothwendig und hinreichend: wenn z+1—-s <—s ist, dass 


(91.) na m tt at, a 0 


ist; wenn <+1—-s > —s ist, so wie, wenn der Coeffieient von e;,,_, nicht 
für eine ganze Zahl Ak verschwindet, dass 


(98.) u C_s+ı = =(Cc_, >= ( 
ist. 


2. 


Es soll nun zunächst die Darstellung der Coefficienten c, in der Ent- 
wickelung der Function e *g,(x) No. 1 (20.) (21.) von der Form 


3 c,(2-a)+ z c,(2— a) 


seseben werden. Die Darstellung der Coeffiecienten in der Entwickelung 
dieser Form bei der Function 9,(2) wird in derselben Weise ausgedrückt. 
Die Funetion e *Y,(x) ist gleich der Summe einer endlichen Anzahl von 
Summanden; ein solcher sei v’, dann ist v = e *(z- a) ta’, wo 
U ein Integral (30.) der No. 1 ist. Dieses Integral U wird vermittelst des 
bestimmten Integrales (51.) der No. 1 dargestellt, wobei, um den Exponenten 
rin (2—a) w(xz—a) zu bilden, bei einer Grösse u,(c=0...k—1) der Werth 
r„—b+1, bei (2 -a)'x.(x) der Werth r,, bei (e-—a)' der Werth —1 
genommen wird. Dadurch erhält man für U den Ausdruck 


ra 4 ta _1 


(2 —a) w,(z—-a)S, wo we —a) =c(2—a) "" Uy 


\ w — - T r rei) . 
eine Darstellung der Form e” & c,(e—.a)‘ hat, worin c, von Null verschieden 
() 


ist, S ein bestimmtes Integral ist, wie das Integral S in No. 1 (51.). eo’ wird 
daher 
(1) v=e "w(e-a)S. 
v hat die Entwickelung 
2) ‘= PS co, (2 — a) + 5 ce, (aa), 
worin 


9 ! 1 ne R- / . 
(3.) = Omi v (2 —a)”" de = ep" dp, A=—-%:.4x 
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wenn c-a=RPß gesetzt wird, O<R’<R ist, wo R der Radius eines 
Kreises um z=a als Mittelpunkt, innerhalb dessen Peripherie die bei 
(52.) No. 1 genannten Functionen n(@), ® (©), %.(x2) einwerthig und stetig 
bleiben, n(z) und w(z) nicht verschwinden. Die Grösse e *w,(2—a) 
werde durch /(z—a), die Grösse unter den Integralzeichen in S durch 


L(z-a)e; ...c,” bezeichnet. Dann ist 


4) d= 5 dß 7A de J da,.../ KR'B)LCR'B) Bat: ...0l da, 
1 


Die Function /(z—a)L(2—a) hat den Ausdruck 

5.) Kz-a)L(z-a) = eo" Hz-a). 
Hier ist @((«—a) "), welches durch Summation der Grösse w,— w, in / und 
der Grössen r in e’ bei den w in Z entsteht, eine ganze rationale Function 
mit dem absoluten Gliede gleich Null von den Grössen 

(2 —- a)", ((w—- a) 0,)",...((@—a)a,0,...0,)". 
Daher hat diese Function die Entwickelung 


» Kr—a —] wi \ 
(6.) er (= ) ) — 20-, ( cz —A) b 
0 
wo g_, eine ganze rationale Function der Grössen a7", (0,0%), ... (&, @&...,)”" 


ist, die man aufstellen kann. Die Reihe (6.) convergirt noch, (ausser 2=a) wenn 
die Coeffieienten in @ und daher auch die in g_, durch ihre Moduln, die Grössen 
or bis (a,0,...0,)' durch 1 und z-a durch Mod (z—a) ersetzt werden. 
Die Function H(z—a) ist ein Quotient, dessen Zähler und Nenner Producte 
von Faectoren in endlicher Anzahl sind, wo jeder Factor eine Entwickelung 
der Form Ihr‘ hat, y eine der Grössen z—a, (2 —a)&,, ... (T—4)0,0;...@, 


ist. Jede dieser Entwickelungen convergirt innerhalb des Kreises mit dem 
Radius R, die Entwickelungen im Nenner verschwinden nicht innerhalb 
dieses Kreises. Es sei eine dieser letzteren ED hy‘. Wird 


’ i 
(7.) Fur .. 42 &(-2 2 Y‘) 


gesetzt, so darf man, wenn B5 Mod( )) Mody“ 1] ist, nach Potenzen von 


ku 
y ordnen, so dass 


&) ——- = Lar 
- ar" 0 
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. . . 1 . 5 . . 
entsteht. Da aber die Function — einwerthig und stetig ist, wenn 
Schar‘ 

0 


E 
Mody<R, so muss 3z,y' convergiren und die Gleichung (8.) bestehen, 
0 


wenn Mody<_R ist. Wegen der unbedingten Convergenz der Potenzreihen 


(d. h. die Reihe der Moduln convergirt) muss daher auch 5 Mod k, Mody* 


und & Modz, Mody' convergiren, wenn Mody<{R ist. Daher hat H(z-a) 


0 


die Entwickelung 
(9)  H(a-a) = Zh,(e-a)", 


wo A, eine ganze rationale Function von &,. &,%, ... &,@...%, 18t, die man 
aufstellen kann. Die Reihe (9.) convergirt noch, wenn in h, die Üoeffi- 
eienten durch ihre Moduln, die Grössen «,, &,% bis «&,&...a, durch 1 und 
z—a durch Mod(e—a) <R ersetzt sind. Aus den Entwickelungen (6.) 
und (9.) folgt nun 


(10) em Hze-a) = EK. (e-a)' + IK, (2— a)‘, 
0 —1 
(11.) K.= 49 ,hx:. = — +48 


wo die A mit negativem Zeiger gleich Null zu setzen sind. Und zwar 
müssen, nach den vorher gemachten Bemerkungen über die Convergenz der 
Reihen (6.) und (9.), in denen in g und A die Grössen durch ihre Moduln 
ersetzt sind. die Reihe (11.) und die beiden Potenzreihen in (10.) noch con- 
vergiren, wenn in den rationalen Functionen g und h die Grössen «.. 
Cr 2. 0,5... 0, durch 1, die Coefficienten dieser Grössen durch ihre Moduln 
und z—a durch Mod(e—a) <.R ersetzt sind; (die Potenzreihe in (10.) mit 
negativen Exponenten ausser 2=a). Hieraus folgt dann weiter, dass die 
Reihe (11.) für die Werthe der «, bei denen Mod«=1 ist, in gleichem 
Grade eonvergirt, d. h. man kann zu einem solchen Stellenzeiger b’ über- 
sehen, dass Mod( 2 g_yhy. .) (e=1...x) für jene Werthe « unterhalb einer 
vorgeschriebenen, beliebig kleinen Grösse bleibt, und es folgt, dass jede 
der beiden Potenzreihen in (10.) für die Werthe «@, bei denen Mode =1 
ist und für die Werthe z, bei denen Mod(e-a)=R, wo O<R’<AR ist, 
in gleichem Grade convergirt, d. h. man kann zu einem solchen Stellen- 


2 zen | 2 E 
zeiger © übergehen, dass Mod a K,(2-a)‘) und Mod( > K(c-a)‘) 
+0 —(e+g) 
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(e=1...%) für die angegebenen Werthe « und = unterhalb einer vorge- 
schriebenen, beliebig kleinen Grösse bleiben. 

Da die Reihe (11.) X, für die Werthe «, bei denen Mode =1 ist. 
in gleichem Grade eonvergirt und ihre einzelnen Glieder stetige Funetionen 
dieser Variabeln sind, so ist sie in Bezug auf dieselben Variabeln stetig. 
Man kann sie, weil sie in gleichem Grade convergirt, in den einzelnen 
Gliedern integriren. Bildet man 


7 0 SL. ” Di 
(12.) f Ka)’ do, = > g9_,hy..0,’ de,, 
0) 
1 1 


so sind die Funetionen unter den Integralzeichen rechts ganze rationale 
Funetionen von a”, a, ... a" wo die m sanzzahlig sind; die Inte- 
grationen lassen sich daher ohne Weiteres ausführen. Die Reihe (12.) con- 
vergirt nun für die Variabeln «, bis «,_,, deren Mod«e=1, in gleichem 
Grade und ist, da die einzelnen Glieder stetige Funetionen dieser Variabeln 
sind, in Bezug auf dieselben Variabeln stetig. Durch eine weitere Integration 
ergiebt sich mittels derselben Betrachtungen 


| . % [77 ' 
” gem 0 0, pn 
(13.) / de a J K.e, r a da, — Ef Bi 9_, h; 6, a, da. 
l l 1 1 


wo die Reihe rechts in Bezug auf die Variabeln «,. &. ... &,_.. bei denen 
Mode =1, in gleichem Grade convergirt und stetig ist. Man erhält also 
schliesslich 


. Pal} fl 
\ / de, / day... / K.ot'...o,’de, 
’ } 3 1 a 
(14) ı c 2 “ | 
I= 3/ da, / da,... / Q_fı. 08 ...0,° de, 
\ x jr 


In die Entwiekelung (10.) wird nun 2 —a = R’ß eingesetzt, wodurch man die 
Entwiekelung von /(R’P)L(R’P) erhält. Jede der beiden Potenzreihen in (10.) 
convergirt für die Werthe der Variabeln &,. &,...«, und , deren Modul 
gleich 1 ist, in gleichem Grade und ist in Bezug auf diese Variabeln stetig, 
da die einzelnen Glieder stetig sind. Man kann sie daher in den einzelnen 
Gliedern integriren und erhält 


in) = Y e | ” N ui ) 
(15.) ji KR'P)L(R'P) ode, = 3/ Ko de, (RP) + S K.o,’da,(R'P)‘. 
1 ) -i 


Jede der beiden Reihen in (15.) rechts convergirt für die Werthe o, bis «, | 


\ 


und ?, deren Modul gleich 1 ist, in gleichem Grade und ist in Bezug auf 
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diese Variabeln stetig, da die einzelnen Glieder stetig sind. Durch eine 
folgende Integration erhält man aus (15.) für das Integral 


(16.) Ri de, f KRBLRBET ode, 


die Entwickelung 


(17.) Sf da,. f K.c,7' 0,’ de, (R'P)‘ + z en [k. BR 0 (RP), 
1 1 1 

wo sich mittels derselben Betrachtungen ergiebt, dass jede der beiden Reihen 

in (17.) für die Werthe der Variabeln «, bis «,_, und £, deren Modul gleich 

1 ist, in gleichem Grade convergirt und, da die einzelnen Glieder stetig 

sind, in Bezug auf dieselben Variabeln stetig ist. Indem man so fortfährt, 

erhält man schliesslich für das Integral 


(18.) "aß "de, "de, ... "KR'B) LER'B)B--ar...at° de, 
ff af 
die Entwickelung 
| z/ anf day... K,et...o 0, ‚da, BT R'PY 
1 1 1 


(19.) \ ar 7] K 
| aaf day... / K,ot:...0,° da, dB (R'BY. 
| 1 


Hierbei fallen alle Integrale aus, in denen die ce von a verschieden sind. und 
man kann daher statt des Integrales (18.) auch setzen 


(20.) fa... fd J KR'B)L R'P) at: ...a, BAR. 


Für ec, (4.) ergiebt sich nun aus (18.), (19.) und (14.) 


| En / "da, / r % S K,e!...a,’de, 
(21.) j 


= 3, / da, Sdo...f9- re... de, 


BL 


Ort Mg 


Yshr,.et'...e,’ ist eine ganze rationale Funetion von af'*"" bis a’”””, wo 
die m ganze Zahlen sind. Nach Ausführung der Integrationen wird jedes 
Glied in der Reihe (21.) ein rationaler Ausdruck von Constanten, die in den 
bei (52.) der No. 1 genannten Ausdrücken vorkommen und von den Con- 
stanten o, bis o,, e’”® bis e'*°, _e, ist demnach vermittelst (21.) durch eine 
einfach unendliche Reihe dieser Ausdrücke entwickelt und jedes einzelne 
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Glied dieser Reihe kann man aufstellen. Durch Addition der Entwicke- 
lungen von Grössen e’ (2.) erhält man die Entwiekelung der im Anfange dieser 
No. betrachteten Function e "y,(®). Der Coeffieient e, in dieser Entwiecke- 
lung stellt sich demnach durch eine einfach unendliche Reihe rationaler Aus- 
drücke der vorhin bezeichneten Constanten dar, von welcher Reihe man 
jedes einzelne Glied aufstellen kann. In der folgenden No. (1Ve.) wird 
gezeigt, wie man den Werth von e, mit beliebig vorherbestimmter Annäherung 
berechnen kann. 


3. 

Nachdem in No. 1 die Darstellung der Integrale der Differential- 
gleichung F,„(y, 2) =0 No. 1 (1.) bei einem singulären Punkte e=a gegeben 
ist und in No. 2 die Ausdrücke für die Coefficienten in den Entwiekelungen 
dieser Integrale ermittelt sind, wird jetzt gezeigt, wie man aus jener Dar- 
stellung der Integrale Entwiekelungen herleitet, welche die Werthe der Inte- 
srale mit beliebig vorgeschriebener Annäherung geben, wodurch zugleich die 
Werthe der genannten Coefficienten mit beliebiger Annäherung erhalten 
werden. 

I. Die Function (e-a) "1 g9,(2) No. 1 (21.) ist als Summe 
von Integralen U No. 1 (30.) gegeben. Ein solches Integral U wird ver- 
mittelst des bestimmten Integrales No. 1 (51.) dargestellt, worin die Func- 
tionen (e—a) w(e—a) die Ausdrücke No. 1 (52.) erhalten. Um die Expo- 
nenten r in diesen Ausdrücken zu bilden, wird bei den Grössen u,, der 
Exponent r,—b+1, bei (r—a)*y,, der Exponent r,, bei (e—a)' der Ex- 
ponent —1 genommen. Dadurch erhält man für U den Ausdruck 


4): ae 


r.+0,+..+0,_ 
u. k 'w,(z—a)S$, 


Wo 
Bi (2 — a) "u, 
(ee?ri _4),..(et"' —1) 


ist, %,(2—a) daher eine Darstellung der Form e” 8 c,(x—a)' hat, worin e, 


0 
von Null verschieden ist, S ein bestimmtes Integral wie S in No. 1 (51.). 
Also wird 


2.) pr — a) = 


r ır, 7% ro T@L 
U= (z-a)' Iy,(z—a)S$, 


7 7) 27 
S = / da, f da... / v,((2—-a)a,)...w,((2—a)0,...0,) 0}'...0,° da, 
1 I l 
13* 


(3.) 
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R sei der Radius eines Kreises um z=a als Mittelpunkt, innerhalb 
dessen Peripherie die zur Darstellung der Funetionen y(2—a) unter der 
Form No. 1 (52.) angewandten Grössen n(xz) und w(z) einwerthig und stetig 
bleiben und nicht verschwinden, 4, (x) einwerthig und stetig ist, so gilt die 
Darstellung (3.) für die Punkte x innerhalb dieses Kreises, abgesehen von 
z=.a. Die Function w, ((@ —a)«a,)...v,((@—a)e,...«a,) erhält nun die Ent- 
wiekelung 


4.) [vı((2—-a)«,) w,((2—.a) 02)... v,((@—a)a,...@,) 
N see YlE-a)=P(@-a))Q(c-a). 


B((2—a)”") entsteht durch Summation der Grössen 7 in e* beiden w No. 1 
'52.), ist eine ganze rationale Function mit dem absoluten Gliede gleich 
Null von ((@— a) @,)"',... ((©—- a) @,...0,). P((z2-a)”') hat die Entwickelung 


Br / —1 n / \-b 
5.) ea = P((a-a)")= FEp_,(2-a)”, 


wo p_, eine ganze rationale Function der Grössen a7’, ... (@,%,...@,)” ist, 


die man aufstellen kann. Diese Reihe convergirt noch, wenn die Coeffi- 
cienten in p_, durch ihre Moduln, die Grössen « durch 1 ersetzt sind. 


O(z—a) ist das Produet der Grössen 5 bei den w No. 1 (52.), wo 


= 


5 und & hervorgehen aus den Functionen 7(x) und w(x) bei den u, aus 
dem Werthe 1 bei (@e—-a)”' und aus 4,(x2). Jede Grösse &, { hat eine Ent- 
wiekelung der Form 3 %k,y', y ist eine der Grössen (2—a) &,, ... (0—- a), @...4,. 
0 
. y . . .. io u. ! .. . 
Ist die Entwiekelung einer Grösse © 3 %k,y', so erhält man, da dieselbe 
0 


: en . : ’ ; 1 - 
innerhalb des Kreises mit dem Radius R nicht verschwindet, ———- inner- 
Shry' 


(0) 


halb dieses Kreises einwerthig und stetig. Setzt man daher 


1 1 ee x k. a % 
\ hm mL u  — PER N a A N nn A a 
ue Sk 8 z( 2% y‘) 7 
.e. L k. . ° L [} . 
für & Mod Pr Mody'< 1, so muss die Reihe Fc,y' eonvergiren, und die 
1 (0) 0 


Gleichung (6.) bestehen, so lange Mody <R ist. Daher hat O(z-a) für 
Mod(z—a) <R die Entwickelung 
7) Q(2-a) = Eg(e-a), 


wo q, eine ganze rationale Function von &, &%y, ... ıly...d,, die man 





N RL: EHE 
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Ib ; aufstellen kann, und die Reihe noch convergirt, wenn die C'oeffieienten in q, 
er 4 durch ihre Moduln, die « durch 1 ersetzt sind. Weil die hier betrachtete 
ig E Funetion (2 a) ra. (&) durch eine Summe von Ausdrücken (3. 
ie . dargestellt wird, ist die ganze Zahl @,+--+e, , in den Exponenten 
DN 4 r,t+&+'"+e,_, In No. 1 (21.) aufgenommen worden. 

ıt- £ Die Reihe P((x-a)') werde in zwei Theile getheilt P' und P”, wo 


P' die Glieder der Reihe ? bis zu einem gewissen Stellenzeiger enthält. 

ebenso werde die Reihe Q(x—a) in zwei Theile getheilt Q’ und 07, wo 

0' die Glieder von Q bis zu einem bestimmten Stellenzeiger enthält, so dass 
(8) PQ = P’Q’+(P'Q"+P"Q'+P"O"). 


j 1 . . . D 2 . . . . . 

' Für die Werthe x in einem Gebiete innerhalb des Kreises mit dem Radius 
En . .. %e ® Tr 

R, welches 2=a nicht enthält, und für die Werthe der «, deren Modul 

N _ - n_ 

u. : gleich 1 ist, sei MedP=—_U, ModQO— 8, ModP" << x. ModQ” = %,, so dass 

=  — ModP' —_4A+z, und MedQ'— d+7 und 

st i 9)  Mod(P'0"+P"’O’+P’O")<S A+r)n + Bd+r)n +4 = w. 


f- 3 P'Q' ist eine ganze rationale Function von r—a und (e—a)” mit ÜCoeffi- 
cienten, die ganze rationale Funetionen von «, bis «, und a, ' bis «, 
so dass die Integrationen in dem Integral 


"sind. 


u ee ET, RE 


vo 
. (10.) / de... P'O'o%...a,’de, 
t 1 £ 
1 R > .. .. * * 
| ohne Weiteres ausgeführt werden können, wodurch man eine ganze rationale 
Dt.» E . “= n v o . ö 
s : Function von c—a und (ce —a)”' erhält, deren Üoefficienten rationale Func- 
be 1 tionen gegebener Constanten sind. Das Integral 
E 4 ; ei in! ) 
u am Saa..f Tnile-a)a,)...(e-a)a..0,)—P'Q]a...a‘°de, 
g 1 1 
Ist gemäss (8.) gleich dem Integral 
177} 7) 
12) fan... [P'Q"+P"Q’+P"Q")at...as° da, 
1 1 
Führt man in (12.) bei der jedesmaligen Integration für « ein e”, 0 <#<2n, 
lie so erhält man gemäss (9.), wenn bei , =p,+gi für ,<0 n=e"" und 
Ar für g—0 n=1 gesetzt wird, 
ür 


Mod | / (P'Q"+P"Q’+ P'Q”) a‘ da, 
113.) | 


'2n 0%” up 
2 = Mod if (PQ"+P"Q'+P"Q")e'* oga,\ ie n,w2n, 
an # | J 
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| Mod | / da, ,f (P'Q"+ + P"Q") ai! ade, 
14) | un | 
” m Moalif (PQ"+-+P"Q") 1,02) 


u. 8. w. daher den Modul des Integrales (11.) gleich oder kleiner als 
1N2...7,0(2r7). Es kommt nun darauf an zu zeigen, wie man die Werthe 
A und DB ermittelt, und wie man die Stellenzeiger, von welchen an die 
Reihen P’” und 0” beginnen, so bestimmen kann, dass x, und x, vorge- 
schriebene beliebig kleine Grössen werden. Die hierzu dienenden Hülfsmittel 
werden in den Abtheilungen II und III entwickelt. 

Il. a.) Die Potenzreihe 


Fi L. .- I 
(15.) 22 e = 6) 


habe den Radius des Convergenzkreises —> AR. Alsdann ist, wenn £= Re” 


gesetzt wird, 


N) ad 1 en Nr Y:) — a9 
Be u OT d$=,.,/  BiRe)e”ab. 


Hieraus folgt, wenn M eine positive Grösse ist gleich oder grösser als das 
Maximum des Moduls von ®($) für ModS=R, dass 

M 

R° 

ist. Daher ergiebt sich für Werthe &, deren Modul gleich A’<<R ist, 


(18.) Mode, @<M( -y—4 


(17.) Mode, < 


wei 


und (= ) wird für hinreichend grosse Werthe von v beliebig klein, so dass 
man, wenn M bekannt ist, durch passende Wahl von v den Rest der Reihe 
für Mod&S <= R’ dem Modul nach kleiner machen kann als eine vorge- 
schriebene beliebig kleine (Grösse. 

Bei der Potenzreihe 


(19.) IE 30,8 5 
erhält man vermittelst (17.) als Grösse, welche gleich oder grösser ist als 
das Maximum des Moduls dieser Reihe für Mod($)<R, <A, 
U xzyR d’ 1 MR 
I < Pi: EEE or /. 
20.) Mod}; ‚08 I<M n 3(7)=M an, = 12... gay 


R 
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Es kommt also zur Anwendung des Vorhergehenden darauf an, die Grösse 
M zu ermitteln. 

b.) Die Reihenentwickelung y = (2 —a De, (2—a)* soll einer homo- 
genen, linearen Differentialgleichung mit rationalen Covefficienten und dem 
Coefficienten der höchsten Ableitung gleich 1, die bei e = «a den charakteristi- 
schen Index gleich Null hat, genügen. Der Punkt a kann auch nicht 
singulär sein. Diese Reihe convergirt in dem Bezirke von 2=a (vgl. 
Abh. B. 87 No. 1). r ist Wurzel der Exponentengleichung bei z=a, wenn 
c, von Null verschieden ist. Es soll nun r Wurzel der Exponentengleichung 
sein und dabei auch der Fall zugelassen werden, wo ce, oder noch einige fol- 
gende Coeffieienten gleich Null sind. Für die Potenzreihe 3 c,(2—a) soll 
eine positive Grösse ermittelt werden gleich oder grösser als der Modul der 
Reihe für Werthe x, bei denen Mod(c—a)\=R ist, wenn R kleiner als der 
Radius des Bezirkes von 2 = a ist. 

Wird y=(z-—a) u in die Differentialgleichung eingesetzt und die 
Differentialgleichung fiir « hergeleitet, die rationale Coeffieienten und bei 


z=a den charakteristischen Index gleich Null hat, so sei dieselbe 


! deu de 'u 
WER... 
j dx? Ta da?! 


Der Bezirk von z=a bei derselben ist nicht kleiner als der bei der ur- 
sprünglichen Differentialgleichung und daher auch letzterer nicht kleiner 
als jener. Nun wird 

22.) P(ae-a'=0,=0,(a)+(2-a)Q,(r) 


gesetzt, so ist Q,(x) innerhalb des Bezirkes von z=a einwerthig und 


++ +P,u=0. 


stetig. Q,(a), als Function von r betrachtet gleich Null gesetzt, ist die 
Exponentengleichung der ursprünglichen Differentialgleichung und hat die 
Grösse r in (e—a)'u zur Wurzel. Die Differentialgleichung (21.) werde 
auf die Form gebracht 


j e ’ a Bed a. 
ee + leder? FE ++ 0,10) 
(23.) 
te de u | deu 
_— o—1 ’ \o—?2 / \ 1; \ 
Pr — (2—a) Q,(®) dee! — (2—a) 2 (©) dat V, 2) u. 


Soll nun dieser Differentialgleichung die Entwickelung 
.. 
24.) 3c,(2—-a)' 
0 


genügen, wo auch c, und folgende Coeffieienten gleich Null sein dürfen, 
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so ergiebt sich durch Gleichsetzen der Coeffieienten von (2—a)' auf beiden 

Seiten der Differentialgleichung (23.), dass die c, folgende Relation für k > 0 

erfüllen: 

|(k+1)k(k—1)...(k- +2) + Q,(a)(k+1)h...(k-0+3)+--- 
.. Q, 1(a)(k+1) Gr = Au&t+ Aut’ + Au 6. 

wo die Grössen A ganze rationale Ausdrücke der Coeffieienten in den 

keihenentwickelungen von —(z—a)”0Q,(x) mit positiven ganzzahligen nur 

von e und k abhängenden Üoefficienten sind. 


(25.) 


R . . may 
Es werden statt der Reihenentwickelungen der Factoren von T,-, 


auf der rechten Seite von (23.) andere gebildet, deren Coeffieienten positiv 
und gleich oder grösser als die Moduln der entsprechenden Üoeffieienten in 
den ursprünglichen Reihen sind. M, sei eine positive Grösse >00 gleich 
oder grösser als das Maximum der Moduln der Funetionen Q,(z)(a=1...o) 
auf dem Kreise um z=a als Mittelpunkt mit dem Radius R,, der kleiner 
ist, als der Radius des Bezirkes von e=a. Dann ist in der Reihenent- 


ka | ih J ie, 
wickelung von Q,(x) der Form (15.), wo &=x-a ist, Mod e,< = (17.). 
1) 
Nun werde die Differentialgleichung gebildet: 
dev TE ie» dv 
A 2 — a)! za) —— ... m 
A\ dx? Fr , da?! + a; dx 
(26.) \_ M,(a—a)e-! de-io  M,(a—a)? dev FOREN RER 
4 _ 0 dar! _ 74 dae-? FREE. zu r 
R R R 


0 v Ä 
worin y reell und grösser als Null ist. 


Wenn man in diese Differentialgleichung die Reihenentwickelung 


(27) &g(2-a) 
() 


einsetzt, so ergiebt sich für k 0: 

IR+D) KR... (hg +2) + k+DR.. (kg + 3) + HH lg 

— Bw9 + Ba-ı+ "+ Bugo 

Die Grössen B gehen aus den Grössen A (25.) hervor, wenn man in diesen 
an Stelle der Coeffieienten in den Reihenentwiekelungen von — (2 -a)"Q, (x 
die Coeffieienten derselben Potenzen in den Reihenentwickelungen von 


z— a)” M, setzt. Daher sind die Grössen B positiv >0, und 
1 x—düa 


R 


0 


\ 
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B, — ModA,. Der Coeffieient von g,,, in (28.) ist für die ganzen Zahlen 
k =0 von Null verschieden. Damit von einer bestimmten positiven ganzen 
Zahl k an für k — k' 


Mod[( kHlk)...(k-6+2)-+ Q,la)(k+1)k. .(k-0+3)+*+0,_,(a)(k+1)] 
— y[(k+1)k...(k-0+2)+(k+1)k...(k-g+3) + -+A+1] 

ist, muss y die Relation 0 <y<£1 erfüllen. Die Coeffieienten g, werden 

der Recursionsformel (28.) gemäss alle positiv, wenn g, positiv ist, und es 

ergiebt sich aus (25.), (28.) und (29.), dass, wenn 9, — Mode, für a=0...k'—1, 

allgemein 


29.) 


(30) 9g=Mode, a=0...x 
sein muss. 9, stellt sich gemäss (28.) unter der Form B,g, dar, wo B, eine 
positive Grösse —>0 ist. Es ist also g, so zu bestimmen, dass 
31) 9 =Mode a=0..k—1 
wird. 
Die Reihe (27.) ist ein Integral der Differentialgleichung (26.), wenn 
sie der BEER 





d? de-!o dv 
ye-! e- 0o—?2 
(32.) > ni e " r@- a) dae- Er dx | 
1 m, de!» PR und» 
u a)?" re on \e—2 
e- Zee rt +0, 





genügt. Metzt man bi (27.) ein, so ergiebt sich für k > 0 
(A+DR...(k-@+2) ++ DR... (kg +3) + +h+1gus, 
. = k—1)...(k-g+1)+k(k—1)...(k-0+2)+-- +) 


( 
13 k(k—1)...(k-0+2)+h...(k-@+3)+---+1|]g,, 


woraus 
k(k—1 k— _+1 u +5 M 1 
(34.) Ir+1 . I: ( ( = -. m 


N 
KDD) + HH TR N Ie 
Hieraus folgt 


- . N 1 
(35. lim + —_ 
\ k=x (k R, 


Also giebt es eine durch (34.) bestimmte Reihe der Form (27.), die für 

Mod (2 —a) <-R, convergirt und die Differentialgleichung (32.) und daher 

auch (26.) erfüllt. g, wird mittels der Formel (34.) unter der Form 8,9, 
Journal für Mathematik Bd. XCI. Heft 2. 14 
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dargestellt und g, gemäss (31.) bestimmt, dann ist die Relation (30.) erfüllt. 
(Hierdurch wird bewiesen, dass die Reihe (24.), deren Coeffieienten die 
Relation (25.) erfüllen, für Mod(2—a)<-R, convergirt. Vgl. hiermit den 
Convergenzbeweis für die Reihe (24.) in der Abh. des Herrn Fuchs Bd. 66 
dieses Journals p. 148, von dem sich der vorstehende hauptsächlich dadurch 


0 


unterscheidet, dass in (26.) noch das Glied y(z- a)" = 


ist, wo 0<y<Z1, wodurch man direet zum Beweise der Convergenz 
für die Werthe x Re“ des Kreises mit dem Radius AR, gelangt; Abh. 
Bd. 87 p. 289.) 


Der Coefficient von = in (34.) ist kleiner als 1. Bestimmt man 


daher g, vermittelst der Relation 





aufgenommen 


(36.) Ir — RB = kt G 


und setzt ,=9, 80 ist 8, g. und lim Krı - 
ö k=% 9 R, 


3 g,(2-a) =v' convergirt für Mod(z-a) <-R,. Bringt man die Relation 
(36.) auf die Form 


; ’ k 1 M\, 
37) (lg = ia tt im 


‚ so dass die Reihe 


so ergiebt sich, dass die Reihe o’ = =5 9, (2—a)* die Differentialgleichung erfüllt 


3) (1-2) (re 





Aus dieser folgt 


(1+ ne Io (1-2 -(14 MR) 
Ye DE ee . ST) Y 


0 


39.) „= ge 


) 





wo der Werth von loe = a gleich Null zu nehmen ist. 
> 


Setzt man in (39.) 2—a EEE Mod(c—a)=R, so erhält man für 
den Modul der Reihe (24.) die Relation 
(1 M, ‚Rı .) 


)) 


40.) ModjSe,(@-a)} < n(l- 2) 


wenn c—a Werthe hat, deren Modul gleich oder kleiner as R<R, ist. 
In dieser Formel ist also g, durch die Relation (31.) bestimmt, worin 8, 
mittels (34.) gebildet wird; M, ist eine positive Grösse >0 gleich oder 
grösser als das Maximum der Moduln der Funetionen O,(x) (a=1...o) (22.) 






































lt. 
lie 
en 
66 


ch 
en 


NZ 


bh. 


an 


Ihe 


on 


illt 


für 


ist. 
D, 


ler 





Thome, zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 107 


auf dem Kreise um z=a als Mittelpunkt mit dem Radius R,, der kleiner 
ist als der des Bezirkes von z=a; y ist eine reelle Grösse, welche die 
Relation 0 <y<Z1 erfüllt. 

Man kann hier nun R, so wählen, dass ein Werth von M, sich ohne 
Weiteres darbietet, da die Coefficienten P der Differentialgleichung (21.) ra- 


P a a a a 
BEUTE "Rey > PER 


er 32.0 








tional sind. 

Es ergiebt sich aus (22.), dass die Grössen Q,(x) selbst rationale 
Funetionen von z sind, die man bilden kann; dieselben bleiben innerhalb 
des Bezirkes von 2=a stetig. Eine solche Function sei auf die Form 


( . « 0} . 
” gebracht, wo p und y ganze rationale Funetionen von z sind und y 


m 


für = a nicht verschwindet. g sei gleich Fa, (2—a)', w gleich FE 9,(2—a)". 
0 


Dann wird R, 0 so gewählt, dass 
(41.) Modß,— &Modß,.R; > 0 
1 


ist und R, ein und dieselbe Grösse bleibt bei den verschiedenen Funetionen 
Q,(z) (a=1...e). 
Nun ist 
Mod y = Mod| Mod, — Mod (&B,(2-a)')] 
(42.) j | 
— Mod, — Ss Mod ,Mod (x — a)’ 





für Mod (e—a) — R,. Die Functionen w verschwinden also nicht für 
Mod(z—a)<- R,, so dass R, kleiner ist als der Radius des Bezirkes von 
z=a und man kann für M, einen Werth nehmen gleich oder grösser als der 
grösste der o Werthe des Ausdruckes 


m 


2 Moda,R; 

(43.) Ze 

Mod A, — ZMod£,R, 
welche sich auf die verschiedenen Funetionen Q,(z) (a=1...o) beziehen. 
Die im Endlichen liegenden singulären Punkte der ursprünglichen 
Differentialgleichung in b.), ausser a, sind dieselben in (21.), und seien die 
Punkte a, bis a... Dann hat w die Form (2 —a,)"...(2—a,)”, wo die Expo- 
nenten positive ganze Zahlen (incl. 0) sind. Wenn a, bis a, bekannt sind, so kann 
man für R, irgend einen Radius kleiner als der des Bezirkes von 2 = a nehmen 


und aus den rationalen Coefficienten P einen Werth für M, herleiten. ls wird 
14* 
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Mody > (Mod(a,—a)— R,)”"...(Mod(a,—a)—R,)” für Mod(e—a)=R,, so 
dass man für M, einen Werth gleich oder grösser als der grösste der 
o Werthe des Ausdruckes 

B> Moda,Rs 

(44.) - 





(Mod(a, —a)— R,)"...(Mod(a —a)— R,)"* 
nehmen kann, welche bei den verschiedenen Functionen Q,(z) (a=1...e) 
vorkommen. 

Was die positive ganze Zahl 4’ angeht, die durch die Relation (29.) 
definirt ist, so kann man für dieselbe auf folgende Weise einen Werth er- 
mitteln. Es sei von den Grössen Mod®@,(a) bis ModQ,_,(a) die grösste g, 
dann gilt für die positiven ganzen Zahlen k die Relation 


Mod[(k+1)k...(k-o+2)+0,(a)(k+1)k...(k-o+3)+-- 
(45.) + +0,.1(0) (k+1)] > (k+1)k...(k-g+2) 
—g/(k+D)h...(k-o+3)+.-+k+1], 
sobald die zweite Seite positiv ist (vgl. (42.)). Zur Erfüllung der Relation 


(29.) ist alsdann hinreichend, dass man eine positive ganze Zahl k=# 
nimmt, von welcher an 


(46.) (A-Nekrlk...(k-p+2)—-(g47) (AH R...(k-g+3) + +A4+1] > 0 
bleibt. Hierzu muss X’ >e-—2 sein. Setzt man k=o—1-+%,, so ist die 
ganze Zahl A, — 0 so zu bestimmen, dass von dieser Zahl an 

| 1—y 1 1 1 

A) > aa + + PAD 
bleibt. Wird die niedrigste ganze Zahl Ak, — 0, welche der Relation (47.) 
genügt, durch Ä bezeichnet, so ist für X ein Werth o-1+äK. 

Von der Grösse y hängt #4 und 2, (31.), welches mittels (34.) zu 
bilden ist, ab, demnach der Werth von g,. Nimmt y ab, so nimmt allgemein 
genommen % ab und es wächst ®,, daher nimmt g, ab; wächst y, so 
wächst im Allgemeinen 4, es nimmt 3, ab, daher wächst g,. Wenn der 

-(1+ — 


eine der beiden Factoren g, und (1-2 "in (40.) durch Aenderung 











von y wächst, so nimmt daher der andere ab und umgekehrt. Man kann 
deshalb zweckmässig y = 4 setzen. 

Was die Berechnung der Grösse (40.) angeht, so hat man einen Aus- 
druck gleich oder grösser als e*'*"® zu berechnen. Für log(1—#%) kann 
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man mittels der Entwickelung durch die Potenzreihe nach 5 gemäss (18.) 
einen beliebig angenäherten Werth berechnen, indem eine passende Grösse 
grösser als der Modul der Reihe sich aus dieser und der Function ergiebt. 
Dann kann man für e’, > Mod(«log(1—£)), mittels der Exponentialreihe 
nach (18.) einen beliebig angenäherten grösseren Werth berechnen, indem 
eine passende Grösse grösser als der Modul der Reihe sich mittels der 
Reihe und der Function ohne Weiteres aufstellen lässt. Vgl. IV d.). 

III. Es sollen nun für die in I aufgestellten Reihen P((x2—a)"") 
und O(=—a) die Grössen X und ® ermittelt werden, die gleich oder grösser 
sind, als die Moduln dieser Reihen in einem Gebiete von z innerhalb des 
dort genannten um z=a als Mittelpunkt geschlagenen Kreises mit dem 
Radius AR, welcher den Punkt ze=a nicht enthält und für die Werthe «, 
deren Modul gleich 1 ist, und es soll ein Stellenzeiger für jede Reihe an- 
gegeben werden, so dass der Rest der Reihe in diesem Gebiete dem Modul 
nach unterhalb einer vorgeschriebenen Grösse bleibt. 

a.) Die Grösse U gleich oder grösser als ModP((z—a)") werde 
bestimmt. P((e—a)) = er"), die Function B((z—a)"") entsteht durch 
Addition der Grössen r in e' bei den w No. 1 (52.), wo z von der Form 
ze, (z—a)”* oder Null ist, und statt c—a eine der Grössen (e—a)e, bis 
(T—-a)a,0,...c, eintritt. Die Grössen « haben zum Modul 1. Wenn man 
nun in PB(l(z—a)) die Coeffiecienten durch ihre Moduln oder positive 
Grössen, die diese übertreffen, ersetzt und statt —a Mod(e-a)=R, statt « 
1 einsetzt, wodurch die Function p(R”') erhalten werde, so wird für die 
Werthe von ze—a, bei denen Mod(z-a) —=R ist, und für die Werthe der 
a, deren Modul gleich 1 ist, 

(48.) ModP((z-a)") <e*”), 

b.) Nun werde die Grösse B gleich oder grösser als ModQ(z- a) 

ermittelt. Die Funetion O(z—a) ist das Product der Grössen S bei den 


> 
vw No.1 (52.), wo 5 und & hervorgehen aus den Funetionen n(x) und w(x) 


bei den «, aus dem Werthe 1 bei (e-a)"' und aus der Function (8). 
In den Entwickelungen dieser Functionen nach Potenzen von z—a tritt 
statt e—a eine der Grössen (e—a)e, bis (e—a)o,...o, auf, wo die Grössen « 
zum Modul 1 haben. 

Es kommen hier von den Grössen « die in dem Integrale U No. 1 
(30.) enthaltenen in Betracht, nämlich u, bis «,.... ‚ die aus No. 1 (10.) 


@r_1 
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und (11.) hervorgehen. Die bei Bildung der « eintretenden Grössen v No. ] 
10.) gehen aus den Integralen der Differentialgleichungen F, =0(s=0...k—1) 
unter der Form No.1 (7.) hervor. Diese Integrale haben Entwickelungen 
der Form No. 1 (19.). 

Nach No. 1 c.) werden nun die Grössen v mittels der Differential- 
determinanten dieser Integrale dargestellt. Die Integrale von F,, =0 No.1(7 


seien Y, bis Y,., die Differentialdeterminante der a ersten Integrale sei D, 
[3 . D 
Dann ist D,=rY,Ya...Y,, daher wird v, = rn. 
b—1 


D, hat die Entwickelung 
ga 
r.ıt. +r u 


(49.) (2-a) PR), 
>) . 7 5 ” D Y 
wo #,(x) eine Entwickelung der Form 3 c,(2—.«a)* hat, worin c, von Null 
0 

verschieden ist, und in dem Ausdrucke von u, 
rp—b+t Ns (X) 

DV (x) 
sind die Funetionen 7(z) und w(z) bezüglich #, (x) und #,_,(«). 

Die Function 7,(x) wird nun erhalten, wenn man in die Determinante 


(50) us=e'vg=e (ea) 


er (2-a) '"y. :., (2-a) "*y, 


(2a) 


—_r,j+1 dysı (2a) @* dys F \7sgt1 Aysa 


(©—a) 


dx 


BR da 


PEN u Date dt! Ys2 —Trsata—1 d°= Ya 


/ —r,7+0—1 de ‘ Yaı 
y* (2 ) dar-! Pe (2— ) de- 


(774) dee -! 
für y. bis y, ihre Entwiekelungen der Form No. 1 (19.) setzt, alsdann die 
Glieder, die log(2—a) enthalten, weglässt. Bei dem Integrale y, sei die 
Entwickelung der Form No. 1 (19.) folgende: 


gl) 


(52) (z-a)"|y(2)+2%(2)log(2—-a)++x,(2) (log(z-a))'". 


—rgp+tn dry 


pn In (51.) ist dann dort beizubehalten die 


An Stelle von (2—.a) 
Funetion 


| \ a) <%ı = 


KDy( 2) +2 n—1 eg (©) + (2 a\ „ Ex) 


(l) (m_ 2 
+" th, (® a) der! dx" 


Rer @) nn „+ k(%) (X —a)"' dv A ) 


de"! 


: IL 19, / .)/, 
(53.) (+ ku l@)+kı (0— 


+ 
(n+1), \ 
+ ki" Xn+ı\%), 
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wo die k Constanten sind, die sich als ganze rationale Ausdrücke von r, 
mit rationalen Zahlen als Coeffieienten darstellen. 

Wenn der Ausdruck (52.) die Entwiekelung irgend eines Integrales 
von F., = 0 darstellt, worin q eine beliebige fixirte positive ganze Zahl ist 
und einige oder alle Grössen %(z) auch Nuli sein dürfen, und man aus der 
Reihe 1, 2 bis q eine Zahl b fixirt, so kann man mittels elementarer Ope- 
rationen aus F, = eine homogene lineare Differentialgleichung mit ratio- 
nalen Coefficienten und dem Coeffieienten der höchsten Ableitung gleich 1 
herleiten, welcher der Factor von (log(e—a))’" in dem Integrale (52.) 
genügt. Und zwar genügt derselbe dieser nämlichen‘ Differentialgleichung, 
welche Werthe die Funetionen (e-a)”x.(x) (e=1...g) in dem Integrale 
(52.) haben mögen, über die bei Herleitung der Differentialgleichung 
nichts bekannt zu sein braucht, gemäss den Untersuchungen Abh. Bd. 87 
dieses Journals No. 7 I. Satz A. Die rationalen Coefficienten dieser Diffe- 
rentialgleichung enthalten als Constanten rationale Ausdrücke der Constanten 
a und der Constanten in den Coeffiecienten von AR 0 mit rationalen Zahl- 
coefficienten. Man nehme für die Zahl q in diesem Satze diejenige, die 
so beschaffen ist, dass in den Entwickelungen aller Integrale y, bis y,.. 
der Form No. 1 (19.) (log(x—.«a))”" die höchste Potenz von log(z2—a) mit 
nicht verschwindendem Factor ist (nach No. 1 (19.)), und für die Zahl b 
den Werth 1. Die alsdann dem Vorstehenden gemäss aus F, — 0 hergelei- 
tete Differentialgleichung werde durch T,(y, x) = bezeichnet; o ist die Ord- 
nung und der Coefficient der höchsten Ableitung gleich 1. Dieser Differential- 
gleichung genügen die Functionen in den Entwickelungen der Integrale 
Ya bis Ya: die mit (log(=—a))' multiplieirt sind. Da sich aber durch 
diese Funetionen alle übrigen Factoren der Potenzen von log(z—a) in den 
Entwiekelungen der Integrale als homogene lineare Ausdrücke mit con- 
stanten Coeffieienten darstellen lassen (vgl. No. 1 (22.) und (25.)), so 
genügen der Differentialgleichung T,(y, x) = 0 alle Faetoren der Potenzen 
von log(z2—a) in den Integralen Yıı bis Bi (Abh. Bd. 87 No. 7 I. Satz B.) 
Die Differentialgleichung T,(y,)=0 hat bei e=a den charakteristischen 
Index gleich Null, weil dieses bei F, =0 der Fall ist (l. e. Satz C.). Da 


in den Funetionen (e—a)"y.(x) c=1...g in der Entwickelung von y, die 


Grössen z,(a) bis z,(a) nicht alle verschwinden, so ist r, Wurzel der Ex- 
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ponentengleichung von T,(y,2)=0 bei e=a. Dass die Grössen r, bis 
r,., @, Wurzeln dieser Exponentengleichung sind, ergiebt sich daraus, dass 
die Differentialgleichung T,(y, 2) = 0 gemäss ihrer Herleitung die Integrale 
von F.(Y; z)=0, also unter der Form No. 1 (7.) enthält. In der Ent- 


wiekelung von (e—a)"y,.(x) kann man eine beliebige Anzahl Coefficienten 
direct entwickeln (No. 1 (19.)) und die übrigen durch eine Recursionsformel mit 
constanter Anzahl der Glieder, die sich aus T,(y, x) = 0 ergiebt, eindeutig 
bestimmen. (Abh. B. 87 dieses Journals No. 7 II. b.). Die Coefficienten in 
dieser Entwickelung werden rationale Ausdrücke aus den Constanten a, 


r. bis r, und den Constanten in Fb mit rationalen Zahleoefficienten 
(vgl. (23.), (25.)). 

Die Function (c-a)”"x.(x) (c=1...gq) in der Entwickelung des 
Integrales y, (52.) wird jetzt für die Function y=(z-a)'u in II. b.) ge- 
nommen, dabei r=r, gesetzt; es wird y=(z-a)“u in die Differential- 
gleichung T,(y, x) = 0 eingesetzt und die Differentialgleichung für u hergeleitet. 
Dies sei die Differentialgleichung (21... Dann liefert die Formel (40.) einen 
Werth gleich oder grösser als der Modul von %.(z). In dieser Formel 
wird R, gemäss (41.) gewählt und M, aus (43.) bestimmt, y kann gleich & 
gesetzt werden, der Factor g, wird für jede der g Functionen %,(z) in der 
Entwickelung von y, (52.) besonders bestimmt als g,.. Man erhält also 
'Mody.(2) = MM (e=1...gq) 

(34) 1 a, 14=) 

M-(1-7) 

für Werthe e—a, bei denen Mod(e-a)— R<R, ist. Es werde OI<RI<R, 
genommen und 





(14 
Y 


55) M = (17°) 

gesetzt. Dann erhält man aus (20.) die Relation 
. dy(a) _- 1.2...IR\ 

(56.) Mod 5 dx’ - (R,—Ry*! 

für Werthe von z-a, bei denen Mod(z—a) — R<-R, ist. Wenn die o, 
Ausdrücke M und M’, die den «, Exponenten r, (b=1...«,) in den Inte- 


I DE 


gralen y, entsprechen, gebildet werden, so kann man den Werth A, bei 
allen übereinstimmend wählen, ebenso y, daher auch A,, so dass nur M, ver- 
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schiedene Werthe annehmen kann. Es werden nun bei y, (b=1...«,) die 
Grössen Mt’, M, und g,. bezüglich durch W,. M,, und g{ bezeichnet, so hat man 


bei Y: 


Mg h 
I+ : ) 
(57) PM = g® (1-7: (b=1...a,). 
Wenn man in den Ausdruck (53.) an Stelle von x.(2) die Grösse gi M;. 
d’y.(x EEE m ' 
an Stelle von u die Grösse (R—RF: ge Mt, einsetzt, so kommt in 


jedem Summanden der Factor N, vor; entsprechend ist es bei allen Aus- 
drücken von der Art des Ausdruckes (53.), die in einer Vertikalzeile in 
der Determinante (51.) auftreten. Bildet man daher die Entwiekelung der 
Determinante (51.) mit den Elementen (53.), die für die entsprechenden 
Elemente in (51.) eintreten, und setzt man in diese Entwickelung an Stelle 
von z.(2) ein gO Mt,, an Stelle von u 2 ein a gu Dt,. an Stelle 
von e—a ein R und an Stelle jedes Coeffieienten seinen Modul oder eine 
positive Grösse, welche denselben übertrifft, so erhält man den Ausdruck 
(8) MM... MV. (R), 


wo V, eine ganze rationale Funetion von R und (R,— R) ' ist, in welcher 
die Coeffieienten sich als ganze rationale Ausdrücke von R, und den Grössen 
gs, mit positiven Coeffieienten darstellen, und es ist zufolge der Relationen 
(54.) und (56.) 

(59) Mod? () ZZ MM:...M;,V,(R) 
für Werthe von z—a, bei denen Mod(e—a) = R<R, 

Es ist ferner. da die Funetion 7,(xz) auch im Nenner des Quotienten 
für O(x—a) vorkommt, eine positive Grösse > 0 zu ermitteln, die gleich 
oder kleiner als Mod #, (x) ist. 

In dem Ausdrucke (53.) werde 4.2) = z.(a)+{2-a)y.(xz), = 1...n+1) 
gesetzt, alsdann 


0.) KH la) + + Atry,,,(a) 
durch A und 


| dx’ 


Iy, (z) Ur (x l"y (x) 
| kDy,( 2) + ul + kD (2a) — 1 (@) +... +0 (2a)! — af 


) ) l F . 2 f 
61) HP) HP EN 19a) | 


( 
; eh 0 
| dx " da’ T 
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dureh B bezeichnet. Die Determinante (51.), worin das einzelne Element 
dureh den entsprechenden Ausdruck (53.) ersetzt ist, wird nun in folgender 
Weise dargestellt. Wenn in der ersten, zweiten bis Aten Vertikalzeile dieser 
Determinante x gleich a gesetzt wird, in der (A+1)!en statt des Ausdruckes 
A-+(z-—-a)B in deren einzelnen Elementen nur B beibehalten wird und 
die übrigen Vertikalzeilen unverändert gelassen werden, so werde die auf 
diese Weise erhaltene Determinante durch 4,_, bezeichnet. Alsdann wird 
62) Pla) = Arle-a) A+I++4,). 


In der Entwickelung von %.(®) (92.) von der Form PA z—a)* ist der 


gi “ IM; 


Üvefficient von (@—a)' dem Modul nach gleich oder kleiner als 
(17.). Daher erhält man 
(b) 
T ce rn U - 
(63.)  Modz.(x) R | R 
R, 


0 


für Werthe von z—a, bei denen Mod(e—a) = R<-R, ist. Setzt man nun 
in der Entwiekelung der Determinante 4, = l...a) an Stelle von 4.(®) 
den Ausdruck rechts in (63.), an Stelle von x,(x) die Grösse gi ®t,, an 


Uy.(: 1.2...IR, 
Stelle von er den Werth (R—RyH gPM,;,, an Stelle von e—a den 


Werth AR und an Stelle jedes Coeffieienten eine positive Grösse gleich 
oder grösser als der Modul dieses Coefficienten, so erhält man den Ausdruck 


(64) Man Ma. Mu Vi (R), 
wo V,(R) eine ganze rationale Function von R und (R,—R) ist, deren 
Coefficienten ganze rationale Ausdrücke von AR, und den Grössen gi, mit 
positiven Üoefficienten sind, und gemäss den Relationen (56.) und (63.) ist 
(65.) Mod 4, < Mean Mary MR) (b=1...a) 
tür Werthe von z—a, bei denen El —_R<R, ist. 4, ist von 
Null verschieden (49.). Wird nun für R<R, ein Werth AR, > 0 genommen, 


so (dass 


166.) ModA—R [MV RB) FM MINE (R) Hr + MM VER, )] > 0 
ist, so Ist gemäss (65.) (vgl. (42.)) 

67 | Mod’, (x) 

I. 


I Mod A— RIM FA) +M AM NR) + + MM, (R)] > 0 


für Werthe von @—a, bei denen Mod(e-a)<R=ZR <A, ist. 
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Statt der Grössen WM, (57.) kann man in der Relation (59.) auch 
andere positive Werthe nehmen, die grösser sind als M,. ebenso kann man 
in (66.) und (67.) statt Wi, andere positive Werthe grösser als jene nehmen 
und AR, aus (66.) bestimmen, dann bleibt die Relation (67.) erhalten. 

Die Funetion O (x 


oder grösser als Mod (Q (x —a)) zu ermitteln war, ist das Produet der Grössen 





a), in Bezug auf welche die Grösse ® gleich 


Ik Ir 


bei den Funetionen w No. 1 (52.), die in dem Integrale S (1.). (3.) vor- 
kommen. Das Integral S ist das Integral in der Darstellung No. 1 (51.) der 
Integralfunetion in U No. 1 (30.) 


(68. ) [da TB [dx Un... u, dx. 


Die Grössen «, die in (68.) enthalten sind, sind die Funetionen 


3 2. —|] —] wi 4 9 
Br en 5a Br. u e (2a) ’yn|8). 


ray, Ta ra.) at n 


und es kann die Function (e—a)”' ein- oder mehreremal auftreten. Ist «, 
gleich «,, so hat dasselbe den Ausdruck (50.). Die in diesem Ausdrucke 
dureh >» 


vorkommenden Funetionen 7, und &, werden bei « und w, be- 


c ic 
% .. & . Y . . 
zeichnet. Nun sind die Grössen —- bei den Funetionen v in dem Integrale 
> 

S (3.) folgende: 

_ W, N. W, N; (a T+..TOL—1” 1 Na + tr 1 W« r.+r@L,_1 

(V. | , ER | i Av €) 

N, W, N; w. Na f „rar uud, Wi. Tr trToLr_1 N, re.ra] l 


und die Grösse 1, die aus jedem «= (z—-a)"' als Factor hervorgeht, wo 


jede der Grössen (70.) in der Entwickelung nach Potenzen von 2 —a statt 


z—-a eine der Grössen (2 —a)a,, (T-a)t,%, ... (2—a)a,%...a, enthält. 
bei denen die « Werthe haben, deren Modul gleich 1 ist. 

Die in (70.) auftretenden Functionen 7 und ® werden dureh die 
Functionen F(x) (49.) (50.) gegeben, die bei den Differentialgleichungen 
F,=0 (s=0...k—1) vorkommen. Die Funetion z,(x) geht aus den Inte- 
gralen der Differentialgleichung F, = 0 No. 1 (19.) hervor. Für jede ein- 
zelne Funetion (x) erhält man durch die Relationen (59.) und (67.) je 
einen von R abhängenden Ausdruck, von denen der eine gleich oder grösser, 
der andere gleich oder kleiner als Mod # (x) ist, für Werthe von z—a, bei 
denen Mod(=—.a) — R, (66.) ist. Eine Grösse R, mit der vorhin genannten 
Eigenschaft werde nun für alle in Betracht kommenden Funetionen #(r) 
übereinstimmend genommen, und es werde für die Funetion 2, (8) 


15 * 


gemäss 
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- 
r 


(54.) (55.) ein Werth ermittelt gleich oder grösser als Mody,(x) für Werthe 
von z—a, bei denen Mod(e—-a) <R, ist, wo R, mit dem für die Fune- 
tionen (x) bestimmten AR, übereinstimmen soll. Wird dann in die Ent- 
wickelung einer Function F(x) oder 2,(x) nach Potenzen von c—a eine 
der Grössen (e—a)e, bis (e—a)eo,...a, statt 2—-a eingesetzt, so bleiben 
die Relationen (59.), (67.), (54.) erhalten für die vorhin bezeichneten Werthe 
von 2—a, wenn die « Werthe erhalten, deren Modul gleich 1 ist. 

Die Function Q(z—a) ist nun das Produet der Funetionen (70.\ 
Setzt man statt der Grössen 7 und ® und x, im Zähler die bezüglichen 
Ausdrücke (59.) (54.), statt der Grössen 7 und ® im Nenner die entsprechen- 
den Ausdrücke (67.), so erhält man einen Quotienten O(R), dessen Zähler 
und Nenner eine ganze rationale Funetion von R und (R,— R)” ist und 
welcher die Relation 

(71) ModQ(z-a) DR) 

erfüllt, für die Werthe von e—a, bei denen Mod(r—a)_ R=.R,, und für 
die Werthe der Grössen «, bis «,, deren Modul gleich 1 ist. 

c.) In dem Kreise um x =a als Mittelpunkt mit dem Radius R,, wo 
R, die am Schlusse von b.) bezeichnete Grösse ist, in welchem Gebiete die dort 
genannten Grössen 7(x) und w(x) einwerthig und stetig bleiben und nicht 
verschwinden, z,, (2) einwerthig und stetig ist, wird ein concentrischer Kreis- 
ring mit den Radien AR, und AR, genommen, so dass O<R,<R, <R, ist. 
und ein zweiter concentrischer Kreisring mit den Radien R, und R,, so dass 
O<R<R<R<R,<HR, ist. 

Man hat dann für die Werthe x in dem Kreisringe mit den Radien 
R, und R, und die Werthe «a, deren Modul gleich 1 ist, gemäss (48.) 


und (71. 


1 
(72) ModP((z-a)'): RT) q, 
(73.) ModO(z-a)<ZX(R) =». 


Um nun in der Reihenentwickelung von P((z—a)"') nach Potenzen von 
(2 — a)” (D.) einen Stellenzeiger », zu finden, von welchem an summirt der 
Rest der Reihe P” für die Werthe x in dem Kreisringe mit den hadien 
R, und R, und die Werthe «, deren Modul gleich 1 ist, dem Modul nach 
gleich oder kleiner als x, bleibt, wo z, eine vorgeschriebene, beliebig kleine 
positive Grösse > 0 ist, wird die Formel (18.) angewandt für <= (r— a)”. 
Es ist nach Formel (18.) v, so zu bestimmen, dass 
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n Er A. 
(74)  erR: u.) erh 
2 Bis l 
R-' 


> 


Und um in der Reihenentwickelung von Q(z—a) nach Potenzen von z—a 
(7.) einen Stellenzeiger v, zu ermitteln, von welchem an summirt der Rest 
der Reihe 0” für die Werthe x in dem Kreisringe mit den Radien R, und 
und R, und die Werthe «, deren Modul gleich 1 ist, dem Modul nach 
gleich oder kleiner als %, bleibt, wo %, eine vorgeschriebene beliebig kleine 
positive Grüsse > 0 ist, wird nach Formel (18.) v, so bestimmt, dass 


R' 
R 


2 


IV. a.) Es war in I bei der Function U 


(75.) DR) (2) de 
Bet 


/ + ( To 
a X.ıt 


(6) U= (z-a) 'w,(2—a)S 


der Werth der Grösse w,(2—a)S zu ermitteln. Das Integral S ist 
7 7) 
(77) 8 = / da....f P((z—-a)"')O(r—a)eY:...c),” de,. 
l 1 
Die Reihe P((z—-a)"") = &p_,(z—a)”" wird in zwei Theile zetheilt 
yvı—1 L . 
Sp-‚(e-a)"=P wd Zp_(e-a)"=P", 
() Vı 


. ” [2 \ = * * r ni * = 
ebenso wird die Reihe O(z—a) = 3 q,(2—a)' in zwei Theile getheilt 
() 
Va 1 


3 4(e-a"=(0' und 34,(2-a)—=0Q". 


Dann ist PQ—P'Q' = P'Q’+P"0'+P"0Q" und 


. 2 
S — ds... P'O'’02:...o'’ da. 
1 1 J J 
“ N 


(78.) | 


Hs da,.. ni (PO-P'O'\a‘: ...ca‘” da,. 
1 ug 


Nun wird nach III e.) für x das Gebiet in dem Kreise um r =a als Mittel- 
punkt mit dem dort bezeichneten Radius R, genommen und es werden die 





eoncentrischen Kreisringe mit den dort genannten Radien R,, R}, R,, RY, 
bei welehen O<R<R <R/ <R/<R, ist, in Betracht gezogen. 

Für die Werthe x in dem Kreisringe mit den Radien R) und R} und 
für die Werthe «, deren Modul gleich 1 ist, ist 


(79) ModP<ZN, ModQ0<%, 
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wo A und ®B die dureh (72.) und (73.) bestimmten Grössen sind, und es 
sind durch (74.) und (75.) die Stellenzeiger v, und »v, in den Reihen P 
und Q bestimmt worden, so dass für die Werthe x in dem Kreisringe mit 
den Radien AR, und R, und die Werthe «, deren Modul gleich 1 ist, 
(80.) ModP"<%, Mod”: 
ist, wo %, und %, beliebig vorgeschriebene positive Grössen >0 sind. Daher 
ist für Werthe « in dem Kreisringe mit den Radien R, und R, und Werthe 
co, deren Modul gleich 1 ist, 
s1.) Modf=_4A+z, MdO'<—<B+z. 

Durch das Verfahren, das dem bei (13.), (14.) angewandten entspricht, ergiebt 
sich aus (77.) für Werthe x in dem Kreisringe mit den Radien R; und R; 
8.) Mods ABn(2rn)°, 
wo n eine positive Grösse ist gleich oder grösser als das Product der bei 
13.) genannten 7, bis n,, und es ergiebt sich für Werthe x in dem Kreis- 

ringe mit den Radien A, und R,, wenn 


\ F do,. f PO o..0,dao,=S', 


1 
53.) 2 


I / dan... ri (PQ’+P"Q'+P"Q")at...a,’ de, = S" 


l 
oesetzt werden, 
= \ ModS’ — (A+2)(B+2)n(2m)°, 
) IModS" KA+2) + B+2)1 +42] 720) = wn(2n). 
Der Factor w,(e—a) in U ist 
(80.) v,T—- a, = REIN... Be : Eu a Key, ri 5 
(er? —4)...(e 1) (er? mi —4)...(et" 1) 

\lan hat für e" eine heihenentwickelung nach Potenzen von (e—a)”', deren 
einzelne Glieder man aufstellen kann, 

8.) e” = pl(=2-a)”) 
und für den anderen Factor in w, eine heihenentwiekelung nach Potenzen 
von za 

(87.) ad LT — = gq(la —a), 

(ee?! —1)...(e°  —1) 
welche in dem Bezirke von z=a bei der Differentialgleichung für y. F, =) 
eonvergirt, und deren einzelne Glieder man mittels dieser Differentialglei- 
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chung angeben kann. Die Reihe p((=—a) wird in zwei Theile p und p’ 
etheilt, von denen p’ alle Glieder bis zu einem bestimmten Stellen- 
zeiger v,—1 enthält, p" die übrigen, ebenso wird die Reihe q(@—a) in zwei 
Theile g’ und g” getheilt, von denen g’ alle Glieder bis zu einem xe- 
wissen Stellenzeiger »,—1 enthält, g’ die übrigen. Dann ist 
(88. vw,(z—a) = pg+(pg +p"g-+p"g"). 
Nun erhält man, wenn für die Coefficienten in wo, ihre Moduln oder positiv 
Grössen, die diese übertreffen, eintreten und für e—-a Mod(r—a R ein- 
gesetzt wird, wodurch aus », der Ausdruck w(R’) hervorgehe, 
89.) Mode" < er”) 
für Werthe von e=a, deren Modul gleich oder grösser als A ist. Für 
y., erhält man aus der Differentialgleichung F, = (0 gemäss Formel (40. 
eine Grösse gleich oder grösser als Mody,, für Mod (@—a) = R<-R,, dabei 
wird AR, aus (41.) und M, aus (45.) bestimmt. Für den Radius AR, des 
Kreises um z=a, der bei (78.) genannt ist, wird ein Werth kleiner als das 
vorhin bezeichnete A, genommen, was sofort angeht, da statt eines Werthes 
R, jeder kleinere (> 0) mit demselben Ergebnisse genommen werden kann. 
Der Ausdruck (40.) gleich oder grösser als Mody,, ist noch mit einer Grösse 
p.4 

(ei _4)...(e"—1) 
die Funetion von R a/R) erhalten werde, dann ist 


gleich oder grösser als Mod zu multiplieiren, wodurch 


(90.) Mod “Yon —— a(R) 
(eerri_4)...(e?"' _4) 


für Werthe von z-a, bei denen Mod(e—a) _ RR, ist. Modz ist eine 
positive ganze Zahl, und was die Grösse gleich oder grösser als 


Mod —— 


(e2ı° B;_ 1)...(et” = 1) 





angeht, so werde bemerkt. dass wenn o, = pı + ig, ist, 
Mod(e ”” — 1) <Mod(e”” — 1) 


ist, wenn g> 0, und [2(1— cosp,27)]’ = Mod (e" "—1) ist, wenn g=t. 
Setzt man nun 


1) MAD) a Rh 


und bestimmt die Stellenzeiger v, und v, aus 
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| w(Ri')/ R=' ww, 1 ar EZ A zu 
92) ” (Fa gu Em 9 (R; (5 ) or an 
1— Ru! — RU 


so hat man für die Werthe z in dem Kreisringe mit den Radien R, und R; 
(93.) Modp=a, Modg <b 
und für die Werthe x in dem Kreisringe mit den Radien R, und R, 
(94) Modp" x. Modg’ <= 2. 
wo z, und % beliebig vorgeschriebene positive Grössen >0 sind, daher 
in demselben Kreisringe 
(95.)  Modp —a+z, Modg <b+2. 
Es werde 
6.) Pi=y., Pa+tpgtp"gd’=W 
gesetzt. Dann ist für Werthe x in dem Kreisringe mit den Radien AR; 
und R;, 
(97.) Modw, = ab 
und für Werthe « in dem Kreisringe mit den Radien R, und AR, 
98.) Modw <(a+4)(b+%), Modw, Z(a+241)2 + +4) +15 = w. 
Es ist nun für das Gebiet von x innerhalb des Kreises mit dem 
hadius R,, abgesehen von z=a, 
(99.) vs nu wS+(wS"+ u, S’+ 17 Ss"). 
Fir die Werthe z in dem Kreisringe mit den Radien R, und R; ist 
(100.) Modw,S <ZabABn(2n)". 
Für die Werthe « in dem Kreisringe mit den Radien AR, und R, ist 
101 Mod(u,S’"+ uw, S’+ w, 8") 
| - Kata) b+2)o+A+2) B+r)w+wowN]n(2n) =: 
und daher 
(102.) ModwS’ < abADdn(2n)+e. 
Die Grössen a, b, U, B, n sind bekannt. Die positive Grösse e>0 wird 
vorgeschrieben, alsdann werden die positiven Grössen >0) %,, #2, %, % 80 
gewählt, dass die Gleichung 
(103. Ka+4)b+2)wo+A+x)B+)w'+ww]n(2n) = €, 


worin für ® in © ihre Ausdrücke aus (84.) und (98.) eintreten, erfüllt ist. 
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Und nun werden die Stellenzeiger »,, ”,, v, und »; gemäss (80.) und (94. 
bestimmt, dann erhält man die ganzen rationalen Functionen S’ und w, von 
x-a und (ce-a)"' aus (83.) und (96.), so dass für die Differenz w,S — w,S' 
gemäss (99.) die Relation (101.) für die Werthe x in dem Kreisringe mit den 
Radien R, und R, erfüllt ist. Die Coefficienten in der ganzen rationalen 
Function w,S’ von c—a und (ce—a)" sind rationale Functionen von ÜCon- 
stanten in den Reihen p, u. P und O und o, bis o, mit rationalen Zahl- 
coefficienten. 


Ü\,, + ..t @r—1 


b.) Die Function (e—a)* f(x) No. 1 (21.) ist die Summe 
einer endlichen Anzahl von Funetionen U (76.), demnach 9,(x) gleich der 
Summe einer endlichen Anzahl von Functionen y,S, wie sie in a.) betrachtet 


sind. Diese Anzahl sei 2 und die w,S durch ws, (e=1...r) bezeichnet, so dass 


(104.) paul) = B> Wo De: 

Der in a.) bezeichnete Radius A, des Kreises um r=a, der sich auf je eine 
Funetion %,S bezieht, werde bei allen » Functionen übereinstimmend ge- 
nommen und kleiner als der Radius des Bezirkes von 2=a bei der Ditte- 
rentialgleichung F,(y,2)=0 (1.) der No. 1, was angeht, da statt eines 
bereits erhaltenen Werthes für R, auch jeder kleinere (>> 0) genommen 
werden kann. 

Es werden ferner S’ und S”, w, und w, in a.) bei „Ss, durch 
S., S/, wi, Yu. bezeichnet. Dann erhält man nach (99.) für das Gebiet 
von x innerhalb des Kreises mit dem Radius AR, abgesehen von 2 = a 


\ 


(105.) Yal2) = Em. SE (wu. IS +. SH+WwuS,). 
1 1 


Werden die in (100.) vorkommenden Werthe bei ,.s, dureh a.. b.. U. 


i 


B,, 2. 0, bezeichnet, so erhält man für die Werthe x in dem Kreisringe 
mit den Radien R, und RY 


ce sc 


(106.) Modys(e) <Eab.AUBn,. 2m)“. 
1 


Für die Werthe x in dem Kreisringe mit den Radien R, und R, ist 
(107.) Mod[w.S; + w.S.+ WS] = &. 
wo &, die beliebig kleine positive Grösse &>0 in (101.) ist. Daher 


n 


(108.) Mods [w,S/ + ws + WS] Be. 
1 


1 
Dann ist für x in demselben Kreisringe 


(109.) Mod U. F 0.6, 4, 8,7. (27) + Z £ 


( 
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Wird der Werth von > vorgeschrieben, so werden die e, diesem 
Werthe gemäss gewählt, alsdann nach a.) die ganzen rationalen Functionen 
vw, und $, von e—a und (2—a)-' ermittelt, so beschaffen, dass die Relation 
(108.) für die Werthe x in dem Kreisringe mit den Radien A, und R\ er- 
füllt ist. 

Nach No. 1 Schluss von a.) ist (2—a) pur) (b=2...g) 
gleich einem homogenen linearen Ausdrucke der Functionen 


—1...9—1 
3 


ry+a,+..+@% 1 


tat... tar _1 


(X ag a) Pa) 


mit eonstanten Üoefficienten, und wird demnach gleich einem homogenen 
linearen Ausdrucke der Funetionen (2 — a palz) (a=1...g—-]1) 
mit constanten Coeffieienten, die bekannt sind. Es ist also y,(z) (b=2...g) 


yat %t. +01 


sleich einem homogenen linearen Ausdrucke von (z—a) * ”gy.(x2) (a=1...9—1) 
mit bekannten constanten Coeffiecienten, wo r,—r, positive ganze Zahlen 
sind, unter denen auch Null sein kann. Nun soll bei allen Funetionen 
Pula) (a=1...4) der Gruppe der Integrale No. 1 (21.) der vorhin genannte 
kadius AR, übereinstimmend genommen werden. Dann werde Formel (105.) 


auf die Funetion Y,,(2) bezogen und in derselben der Ausdruck 


(110.) Zyus, . Paı (€), 


AM) ESCHE HUN) = pa l@) 
und in (108.) >73 — &,., gesetzt. Der Ausdruck rechts in der Relation (106.) 
werde bei 6.0) durch Z,, bezeichnet. Die Ausdrücke der übrigen 9, (®) 
durch die Y,,(x) seien aufgestellt. Ein solcher Ausdruck sei 
(112.) k(z-a)' ° Putkr (2 — a)’ ® Pat + (le — a) Pa-ıı = Pat; 
dann wird 
113) Ka-a) "gt lea pt th) en = Pa 
(114.) k(2—a) "yutk(a-a) "part tk (aa) pn > Pas 
gesetzt und ferner 
(115.) ModA,R"—:Z,+Modk,R,"aZ, +++ Modk,_, Ra Z _ = Zu 
(116.) ModAk,R, "se, +Mod kl, Ri "te, +: +Modk, ,Ri’e-ı "se _., = &n 


wo in den beiden letzteren Ausdrücken statt der Mod%k auch grössere posi- 
tive Grössen gesetzt werden können. Man hat alsdann allgemein bei den 
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pi (X) = Pal) + Ya (x) für Werthe von x in dem Kreisringe mit den Radien 
R, und R, 

(117.) Mody,„(2) < Z 
und für Werthe von x in dem Kreisringe mit den Radien R, und R, 


(118) Modgh@)< en, Modgls(ae) < Zus t eu. 


ab 


Die Werthe Z, sind bekannt. Sind Maximalwerthe der Grössen 
&,_ 0 vorgeschrieben, so werden die &, 0 gemäss (116.) gewählt, dann 
werden aus dem Vorhergehenden (104.) bis (111.) die Functionen y,,(x) er- 
mittelt und aus (113.) die übrigen p,, (2) bestimmt, wodurch man alle Functionen 
f(x) als ganze rationale Functionen von z—a und (c—a)' erhält, die so 
beschaffen sind, dass die Differenz p,(2) — Pa) = Ya(x) für die Werthe x 
in dem Kreisringe mit den Radien R, und R, die Relation (118.) erfüllt. 

c.) Es sind nun die Werthe der Differentialquotienten von Y,(x) zu 
ermitteln. Man könnte hierzu davon ausgehen, die Werthe der Differential- 


—(r,} a.+.. 


. N .F #9 . ° 
quotienten von (2 —a) “U U=y,S zu bestimmen und dabei, wenn 


(r.4 ar... t @,_ı) 


(2a) =» gesetzt wird, die Formeln 


eU= vu, / dx tr... fu, dx, 
dv U dvu } h : } 

= —— [as fu, dce+vu, uf da 1... Jude 
dx dx . 


anwenden. Indem man diese Formeln wiederholt anwendet. kommt man 


(119.) 





zur Darstellung der Differentialquotienten von eU auf eine Summe von 
(srössen 


(120.) Sazu,...fu,dz, Saxu,.../u,dz, E Iu,dz, 1. 


multiplieirt mit Ausdrücken, die ganze rationale Functionen von e, « und 
ihren Ableitungen sind. Diese Ausdrücke sind dann nach IV a.) und b.) 
zu behandeln. 

Anstatt aber auf diese Weise die Werthe der Differentialquotienten 
von Pax) zu berechnen, ist es am einfachsten, die Grössen p, in b.) bei 
Ya = Pat Yym sogleich so zu bestimmen, dass die Moduln der Differential- 
quotienten von p,, kleiner als vorgeschriebene Werthe werden. Hierzu wird 
folgender Satz angewandt. 

Die Function B(&) habe innerhalb eines Kreises um S=0 als Mittel- 
punkt mit dem Radius AR, die Entwiekelung 


16* 
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(121) B(6) = 2us+2 e., 
so ist, wenn S= Re” gesetzt wird, wo R<ZR, ist, 
(122.) = [RE 37; Dr 1, „R & PB (Re) ei"d6 (a= dee; +00), 
Ist M eine positive Grösse gleich oder grösser als das Maximum des Moduls 
der Funetion ®(£) für die Werthe £, deren Modul gleich R ist, so ist daher 


-M 
‘) ° . 


(A=—890:..-400). 
Es werden die Radien R,, R, und R’, R’ genommen, so dass 
O<R<Rr<R'"<R <R,, 


und die Werthe von M für ModS=R, und Mod$=R, durch M; und M, 
bezeichnet. Dann ist 


| TE > 1 
(124) Modse <sM — r 
1— R' 
für ModS—_ R<R,, und 
=  _ı - MR 1 
23. \ ne << Se 
(125.) od R- r % Ri 
ur R 
für Mods R > . Es ist ferner 
d MW R' M'R' 
IE \ ca. Be : > | Br 
(126.) [od — de IA AR RR u (RIZRyH R<R, 
u. - . d MR MR | 
») \ > &0 a Ems 1 ! u > F“ ı 1 j ee R 
(127. Mod r = a— (1) AR RR 1.2. RR ‚ Ro>R 


Hieraus ergiebt sich für die Werthe < im dem Kreisringe mit den Radien 
R' und R” (vel. (20.)) 
DIE e- | WR, MR 
ans) re a Bes 
1E (RTZRNyH TR RyH 

Die letztere Formel wird nun auf die Funetionen 9,(x) in b.) an- 
gewandt, dabei wird jetzt der Kreisring um @=a als Mittelpunkt in Be- 
tracht gezogen mit den Radien AR’ und AR”, die zu den in b.) genommenen 
Radien R,, R, und R;, R} in der Beziehung stehen 

1 1 29 : oO 
O<R<R<RF<RU<R <BR, <R. 
Es ist nach (117.), (118.) und (128.) für die Werthe $ in dem Kreisringe 
h \ oO 

mit den Radien R’ und RAR" 
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plc) _ ur =" SHE =: Vo 
ML x r " ns . r ... ' u. 
d’yas(z) __- : \ es, | eu R' } 


’ U’ pas(x) ar < \ (ZustEa)R) (Zt &a)R, ) 
BR: Ze = 1.2.1 m HF mRya 


Sind bei den Ableitungen bis zu einer bestimmten Ordnung die Maximal- 
werthe der rechten Seite in (130.) vorgeschrieben, so werden die &,;, > 0 
zunächst dieser Bedingung gemäss gewählt, nun die Functionen p,(x) nach b.) 
ermittelt, dann sind zugleich die Relationen (129.) bis (131.) erfüllt. 

d.) Jetzt wird bei sämmtlichen m Integralen der Differentialgleichung 
F,y,x)=0 No.1 (1.) bei 2=a unter der Entwickelungsform No. 1 (21.) 
der im Vorhergehenden bezeichnete Radius R, übereinstimmend genommen, 
alsdann sollen auch die in e.) genannten Radien R,, R,, R,, R\, R' und R' 
bei allen Integralen dieselben sein. Ein Integral 


N 


\Ta ra, Po 


‘ + — i Fi f I { 
(132.) Y= (2—a) Up la)+Ypla)log(r—a +49, (2)llog(z-a))" ) 
erhält nun die Darstellung 

/ ‘ ! zn 
(133.) Y _— Y +) D) 

‘ / r.+ra,+..+ = I y ’ : 
134.) Y=(2-a)' ; (Yalz)+Yya(z)logle-a)+-+Y,,, z)(log(2—a)) ). 
‚09r ; r. +a,+... Ex EEE TE / / ’ 
(135.) Y"=(2-a) TUT Upulz)t+palz)loge-a)++Y.,(z)log(2—a))“”) 
wo p,(2) und Y,(x) aus b.) hervorgehen. 

Es möge eine positive Grösse gleich oder grösser als das Maximum 

oO oO es) 
des Moduls von log(e—a) für die Werthe x in dem Kreisringe mit den 
kadien R, und AR‘ durch L, und eine positive Grösse „leich oder erösser 
9 oO oO 
als das Maximum des Moduls von (2 —a) * "=! für dieselben Werthe 
von x durch M bezeichnet werden. Ist 
z—-a=Re’, 0<-9<.2n, log(z—-a) = logR+iß, 
so kann man ZL gleich dem grössten der Werthe 
[dogAif+(2)'] oder [dogR)+ (27)] 


Mod(r, rar. ra] 1)/ 


setzen, M kann man gleich oder grösser als e nehmen. Dann 


ist für die Werthe x in dem Kreisringe mit den Radien R, und R, 


(136) ModY < M(Zu+2.1.+-- +2, 0"), 
137.) Mod" < Mleuten + +8,10"), 


gg 


(138) ModY' < M(Zut eat (Zeten)L+ + (Zu, t8,)2"). 
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Hier sind die positiven Grössen Z, — Mody,„(xz) aus a.) und b.) bekannt. 
die &, sind positive Grössen >0, so dass 2, — Mody,(x). Bildet man 
. ae az ._. dY dY d&y" 
aus den Ausdrücken (133.), (134.), (135.), ——, ——, —— und setzt in 
en da‘ dx‘ dx‘ 

ie ala nn 2 208 dysn dyan dpa ı e u. 
die erhaltenen Ausdrücke statt —" , — =, — bez. die Grössen auf der 

dr‘ dx d.r' 

rechten Seite von (129.) bis (131.). für die Differentialquotienten von 
wa) OF und (log(=—a))' positive Grössen gleich oder grösser 
als die Maxima der Moduln jener Functionen für x in dem Kreisringe mit 
den Radien R’ und R’, so erhält man Ausdrücke gleich oder grösser als 


ii : ] syr sy 
(139) Mod, Mod, Mod“ 


dx’ ' da‘ 


für die Werthe x in dem Kreisringe mit den Radien R’ und R”. 

Wird nun eine Grösse als ganze rationale Function der Integrale } 
und ihrer Ableitungen dargestellt (vgl. 4). und soll der Werth einer solchen 
(Grösse bis auf eine Differenz kleiner als eine vorgeschriebene, beliebig 
kleine Grösse ermittelt werden, so wird, indem man Y= Y’+Y” setzt, jene 
Funetion in zwei Theile zerlegt, von denen der eine aus der ursprüng- 
lichen Funetion dadurch hervorgeht, dass Y’ und seine Ableitungen an Stelle 
von Y und dessen Ableitungen treten; der zweite Theil soll dann den 
Modul nach kleiner als die vorgeschriebene Grösse werden. Hierzu werden 


dyY! di" . u a5 u, re. g 
2 die Ausdrücke (137.) bis (139.) gleich 
dx dx 2 


„n en Pr ET 2 de RER se 
oder grösser als ModY’, ModY”, Mod Fr ‚ Mod u und für die Coefti- 


in denselben statt Y', Y", 


eienten ihre Moduln oder grössere Werthe eingesetzt. Dann sind Maximal- 
werthe der Grössen &, so zu bestimmen, dass letzterer Ausdruck kleiner 
als die vorgeschriebene Grösse wird. 

Nun werden nach a.) und 5.) die Functionen y,„(x) als ganze 
rationale Funetionen von e—a und (e—a)' so bestimmt, dass für die Werthe 
x» in dem Kreisringe mit den Radien R, und R, die Relation Mody,—- ta gilt. 

Alsdann liefert die ganze rationale Function, in welcher statt Y und 
dessen Ableitungen Y' (134.) und seine Ableitungen stehen, dadurch, dass die 
in diesen Ausdrücken vorkommenden Functionen y,(x) ganze rationale Func 


tionen von c—a und (c—a) 


sind mit Coefficienten, die sich rational aus 
gegebenen Constanten zusammensetzen, den gesuchten Werth, wenn x in dem 


hreisringe mit den Radien R' und R” liegt. 
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\; : Was die beliebig angenäherte Berechnung von log(=—a) und 
N (2 -a)' = e'*@) angeht, so ist Dieses zu bemerken. Es sei r—-a=ove 
' vegetzt, d=0...27, und log(z-a) = loge+id. Ist z-a=urie, u 
. (421 22 m BES s 
L und © reell, so ist logo = 4log(w+r), # = arctang „ trrvn, wo =(), 1,2. 
Ist 0 > 1, so wird loge = - log; cenommen; ISt z l,. so wird 
| u‘ e 
nt 1 . “ y > 
Y arctangz = z — aretang — Nun kann man für Werthe ©, deren Modul 
it j em d& | r ” dE 
<<] ist, von log(1+$) = 12: und von aretangs = .., durch die 
8 S E rs 
Potenzreihen nach (18.) einen beliebig angenäherten Werth berechnen, indem 
\ oO oO 
sich ein Werth grösser als das Maximum des Moduls der Reihe für Mod<=R 
mittels der Reihe und der Function ohne Weiteres ergiebt. 
y Wird (z—-a) = e”(1+.) gesetzt, wo » ein beliebig angenäherter 
Werth für log(e—a), & beliebig klein ist, so geschieht die beliebig ange- 
n ee i aa aa 
näherte Berechnung von e’” mittels der Exponentialreihe nach (18.). 
0 
© Ss . y . , \ y ’ 
- e.) In der Entwickelung der Function y,(x=) b.) von der Form (121. 
E für <= x2—a ist der Coefficient ec, (a=—%x--:+%) gleich der Summe der 
5 sleichstelligen Coeffiecienten in den Entwickelungen von y,(z2) und p,(®). 
u. Der Coeffieient in der Entwickelung von g,(x) ist bekannt, der Coefficient 
3 in der Entwickelung von g,,(r) hat einen Modul der gleich oder kleiner 
u Eab ya Eob & 1992 \ 62 Y\oltaca - ’ PX RL. en . 
1, als Rio und als gs Ist (123.). Die Grösse e, kann unabhängig von R, 
ı l 
und R, beliebig klein gewählt werden, man kann also den Werth des Coef- 
fieienten c, in der Entwickelung von y,(x) beliebig angenähert ermitteln. 
1 . 4 . Y f \ %»» - . 
Bei der Entwickelung der Form (121.) für <=r-a von der in 
PT = . . — li! / \ r 7 2» 
No. 2 betrachteten Function e "y,(xz), kann man den Werth des Coeffi- 
cienten von (ce —a)' in derselben Weise beliebig angenähert bestimmen. Zu 
ze 
ö r , —(r,+ta tr tOp1) . . Wr? . 
L dem Zwecke hat man U(x-—a) =} in a.) noch mit e "* zu multi- 
n >  plieiren, und es ist dann e' *y,, in derselben Weise, wie dort e”y,, zu be- 
7 | handeln. Man erhält also den Werth des Coeffieienten von z—.a)' in der 
> -  Enntwiekelung von e *y,(xz) bis auf eine Grösse, deren Modul gleich oder 
» E : Eab Ei » . . 
( © kleiner als 7, und als ps Ist. Ist A <1 gewählt, so nehmen die Werthe . 
US 4 Eob I ı 
in gi, mit (algebraisch) abnehmendem Zeiger a ins Unendliche ab. Sobald 





der für den Coeffieienten von (e—a)' a<-0 erhaltene angenäherte Werth 


EEE EEE TEE FEETADE 
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Eab 


R* 


nicht. Ergiebt sich auf diese Weise, dass ein Üoeffiecient mit negativem 


dem Modul nach grösser als ist, verschwindet der Coefficient von (2—a 


Zeiger in der Entwickelung von e "(z—a)”y,(x), wo v die in No.1 e.) 
oenannte ganze Zahl ist, nicht verschwindet, so muss die Entwickelung 
unendlich viele von Null verschiedene Coeffieienten mit negativem Zeiger 
enthalten. 


4. 

Es soll die Fortsetzung eines Integrales der Differentialgleichung 
F,(y.2)=0 (1.) in No. 1, welches bei einem Punkte entwickelt ist, längs 
einer sich selbst nieht sehneidenden Linie, fortwährend auf einer Seite der- 
selben, bis zu irgend einem anderen Punkte hin durchgeführt und die erhaltene 
Funetion durch ein bei letzterem Punkte entwickeltes Integralsystem linear 
mit eonstanten Coefficienten ausgedrückt werden. 

I. Zu diesem Zwecke wird nach Abh. Bd. 87 No. 6 a.) und b.) 
durch die singulären Punkte der Differentialgleichung eine sich selbst nicht 
schneidende, in sich zurücklaufende Linie Z gezogen. Diese theilt die Con- 
struetionsebene in zwei Theile, im Innern jedes dieser Theile ist ein Integral 
einwerthig und stetig. In einem dieser Theile T, wird bei jedem singulären 
Punkte innerhalb des Bezirkes dieses Punktes ein System linearunabhän- 


giger Integrale aufgestellt. Das Integralsystem bei einem singulären Punkte 
wird zu einem auf der Linie Z liegenden benachbarten singulären Punkte 
in dem Gebiete T, fortgesetzt und durch das bei diesem entwickelte Integral- 
system ausgedrückt. Die in diesen Ausdrücken vorkommenden constanten 
Coetficienten bilden eine auf letzteres Integralsystem angewandte Substitution. 
die durch A bezeichnet werde. Die inverse Substitution A’, auf das erste 
Integralsystem angewandt, liefert das Resultat der in T, genommenen Fort- 
setzung des zweiten Integralsystemes zu dem ersten Punkte hin. Es wird 
ferner jedes Integralsystem bei einem singulären Punkte in einem Gebiete. 
welches von singulären Punkten nur diesen enthält, in positiver Richtung 
(vgl. No. 1 a.)) längs der Begrenzung dieses Gebietes um den singulären 
Punkt herumgeführt und das Resultat durch das ursprüngliche Integralsystem 
ausgedrückt, die Coefficienten in diesen Ausdrücken bilden die Substitution B. 
Die inverse Substitution B’, auf das ursprüngliche System angewandt, ergiebt 
das Resultat des Umganges in umgekehrter Richtung. 
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Wenn nun ein Integral bei irgend einem Punkte entwickelt ist und 
längs einer vorgeschriebenen Linie zu einem anderen Punkte fortgesetzt 
und durch ein bei diesem entwickeltes Integralsystem ausgedrückt werden 
soll, so wird das Integral zunächst durch die Integrale bei einem der sin- 
„ulären Punkte ausgedrückt, alsdann der vorgeschriebene Weg durch einen 
anderen ersetzt, der aus Uebergängen von einem singulären Punkte zu den 
benachbarten, die durch die Substitutionen A und A’ vermittelt werden. und 
aus Umgängen um die singulären Punkte, die dureh die Substitutionen B 
und B’ gegeben werden, besteht, und zuletzt das Integralsystem bei einem 
der singulären Punkte durch das bei dem Endpunkte der vorgeschriebenen 
Linie entwickelte System ausgedrückt. (Vgl. Abh. Bd. 87 No. 6 e.) (Schluss)). 

II. In der Ditferentialgleichung F,(y, x) =0 No. 1 (1.) soll nun bei 
jedem singulären Punkte der Differentialausdruck F,(y, x) eine Darstellung 
wie (4.) in No. 1 haben, in welcher die Wurzeln der Exponentengleichungen 
die in No. 1 vor a.) angegebene Eigenschaft besitzen. Bei dem singulären 
Punkte e=a haben die Integrale jeder Gruppe die Entwickelung No. 1 (21.). 
Ist = x singulär, also nach Substitution von 2e=t”' der Punkt t=0, so 
wird bei £=0 die Entwickelung der Integrale der Form No. 1 (21.) ge- 


1 


bildet und = x’ gesetzt. Dann werden diese Entwiekelungen in dem in 


T, liegenden Theile des Bezirkes des singulären Punktes fixirt in Bezug 


Y 


auf den Zweig von log(z—a) in (e—a) = e*"") und (log(x= —a))', ent- 


s AN 5. 
sprechend bei 2= x in Bezug auf log( „). Dabei wird bei einem und 


demselben singulären Punkte x =a der Werth von log(r—a) in (e—a) in 
den Ausdrücken aller Integrale übereinstimmend genommen, und es soll 
der Werth von log(r—a) in (log(r—a))' in den verschiedenen Gruppen 
übereinstimmen; entsprechend bei e=x. 

a.) Die Substitutionen BD erhält man dureh die Formeln No. 1 (25.). 
die inversen B’ entweder aus B oder durch das Verfahren, wodurch B in 
No. 1 gewonnen ist. Die Substitutionen A werden in folgender Weise erhalten. 
Die Werthe der bei einem singulären Punkte entwickelten Integrale und 
ihrer Ableitungen bis zur (m— 1)" Ordnung werden in einem nichtsingu- 
lären Punkte des Entwickelungsgebietes aufgestellt. Bei diesem nichtsin- 
gulären Punkte wird ein System von Integralen entwickelt und durch dieses 
das erstere System ausgedrückt und umgekehrt. Nun ist der Uebergang zu dem 


bei einem anderen nichtsingulären Punkte entwiekelten Systeme zu vollziehen. 
Journal für Mathematik Bd. XCI. Heft 2. 17 
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Die Werthe der bei dem singulären Punkt = a entwickelten Inte- 
srale No. 1 (21.) und ihrer Ableitungen bis zur (m— 1)ten Ordnung werden 
nun innerhalb des Bezirkes dieses Punktes in dem in No. 3 betrachteten 
Kreisringe mit den Radien R und R” in dem Gebiete T, dargestellt. Jeder 
Punkt dieses Ringes ist ein nichtsingulärer. Ein soleher Punkt x = «a 
in T, wird herausgenommen und die Integrale No. 1 (21.), die dureh 
Yu„(k= 1...m) bezeichnet werden, sollen durch ein bei e=.« entwickeltes 
System von Integralen y,(A=1...m) ausgedrückt werden und umgekehrt. 
Die Integrale y,(A=1...m) seien so beschaffen, dass 

 Ak-ar.: / day.: 
Die Entwiekelungen derselben bei dem nicht singulären Punkte sind durch 
diese Bedingungen bestimmt und die Integrale linearunabhängig. Dann wird 


(2.) Yr = CHYır ERrYı2 7° Tr CrmYım 


und wegen der Bedingungen (1.) erhält man 


3) el e2 En ) 
d2>-! 
Man kann nun nach No. 3 für y,, und seine Ableitungen in dem Kreisringe 
mit den Rhadien R’ und A’, demnach für die Constanten ec, Grössen an- 
geben, die gleich oder grösser als Mode, sind, und eine Darstellung von 
C,, aufstellen unter der Form e-+e’, wo Mode” kleiner als eine vorge- 
schriebene beliebig kleine Grösse & ist, € nach No. 3 IV. d.) berechnet wird. 
Ks ist ferner das Gleiehungssystem 


dyır | dr! yır 
(4) Yır = (Yor)a Yutl - E yatı+( der } ö Yım (= l ...M) 


dx 


umzukehren. Die Determinante desselben verschwindet nicht, weil die 
Kunetionen y, (k=1... m) linearunabhängig sind. Diese Determinante D ist 
die Ditterentialdeterminante der Integrale y., (k=1...m) im Punkt z=« 
und dureh No. 1 (13.) bis (18.) gegeben. Die Coeffieienten in dem umge- 
kehrten Systeme (4.) seien durch % bezeichnet. Für % ist eine Grösse 

‘"Mod% anzugeben, und wenn k = #-+%” gesetzt und Mod%k” beliebig klein 


: ) . | 
genommen wird, so ist 4 zu bereehnen. 4 ist von der Form p; Detzt 
man I= 4'+4", D=D'+D"”, so wird 
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Eine positive Grösse gleich oder kleiner als ModD sei d. Man erhält die- 
selbe aus No. 1 (16.). Ebenso sei eine positive Grösse / ModD er- 


mittelt und eine solehe „y— Mod4 (nach No. 3 IV.). Alsdann ist 4 Modi. 
Nun ist 

6. M | D'4'"—.1D"\) (8 + Mod D")Mod #"-+-(y + Mod 4")Mod D" 

(D.) PRO N DD. \ d(ö- Mod D") 


wenn O—ModD" 0 ist. Soll die rechte Seite in (6.) kleiner als eine 
vorgeschriebene beliebig kleine Grösse werden, so sind Maximalwerthe von 
Mod. 4” und ModD"” dieser Bedingung gemäss zu wählen. Man erhält die 
Werthe von 2’ und D’ aus No. 3 IV. d.). Ist der Punkt = x singulär, 
u I u y 
so werden nach Substitution von x = die Werthe der Integrale und ihrer 
Ableitungen in einem nichtsingulären Punkt #, bestimmt und hieraus die 
Werthe der von x abhängenden Integrale und ihrer Ableitungen in einem 


. . .. ' ] 5 { . rq\ . nn 
nichtsingulären Punkt = a = — im dem Gebiete T, hergeleitet. Für 


die Determinante D der von x abhängenden Integrale erhält man, wenn 

diejenige der von # abhängenden Integrale D’ ist, nach Abh. B. 87 No. 5 (10.) 
m(m—1) 

D=(-x”) ’ D.. 

Nun sind die bei zwei nichtsingulären Punkten in 7, entwickelten 
Integralsysteme (1.) in T, fortzusetzen und durch einander auszudrücken. 
Zwischen beiden Punkten können noch andere nichtsinguläre eingescho- 
ben und bei denselben Integralsysteme entwiekelt werden, und zwar sollen 
zwei auf einander folgende «a und b so angenommen werden, dass man durch 
b einen Kreis legen kann, innerhalb dessen Peripherie a und ausserhalb 
derselben alle singulären Punkte der Differentialgleichung liegen. Dieser 
Kreis wird durch eine rationale Substitution ersten Grades x = R(£) conform 
auf den Kreis in der S-Ebene um £=0 als Mittelpunkt mit dem Radius ] 
abgebildet, so dass dem Punkte 2 =a der Punkt <=0, dem Punkte = b 
der Punkt &=1 entspricht. Diese Substitution ist in Abh. B. 87 No. 1 
hergeleitet. Die Differentialgleichung F,(y.2)=0 gehe in 6, S)=0 
über. Der charakteristische Index bleibt in entsprechenden Punkten un- 
geändert, und einem nichtsingulären Punkte der einen entspricht ein nicht- 


singulärer der anderen, einem ausserwesentlich singulären entsprieht ein 


17* 
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ausserwesentlich singulärer Punkt. In die bei den Punkten z=a unde=b 
entwickelten Integralsysteme wird e= R(£) eingesetzt, und es werden die 
Werthe der von 5 abhängenden Integrale und ihrer m—1 ersten nach $ 
senommenen Ableitungen für £=0 und S=1 aufgestellt. Das Integral- 
system von G@,(y,5)=0 bei $=0 sei durch yı, (k=1...m) bezeichnet, das 
Integralsystem bei <=1 wird durch ein bei <=1 entwickeltes Integral- 
system, welches die Bedingungen (1.) für «@ =1 erfüllt, ausgedrückt, dieses 
sei durch y. (A=1...m) bezeichnet. Dann hat man das System y,, 
(k=1...m) durch das System y, (k=1...m) darzustellen. Es finden 
wieder die Gleichungen (2.) und (3.) statt bei e=&5, @«=1. Für die Con- 


da, k » . es ® nd \ 
stanten ( F > ). kann man ebenfalls eine Grösse, die die Constante dem 


ud 
Modul nach übertrifft, aufstellen und eine Darstellung c’+c” geben, wo 
c" dem Modul nach beliebig klein ist, e eine ganze rationale Function 
von S für &=]1, so dass der Werth derselben sich berechnen lässt. Man 
hat zu dem Zwecke die Sätze No. 3 II. anzuwenden. Auf die Diffe- 
rentialgleichung @,(y,S)=0 wird Formel No. 3 (40.) angewandt. Hier 
ist der Radius A, grösser als 1 und kleiner als der des Bezirkes von <= 0 
zu nehmen, was angeht, da die singulären Punkte der Differentialgleichung 
bekannt sind. Der Werth von M, in (40.) wird aus No. 3 (44.) ent- 
nommen. Nimmt man nun IL<R <R,<R,. so liefert der Ausdruck in 
No. 3 (40.) für R = R, eine Grösse, die 
\ods=- R,, und setzt man in No. 3 (20.) diese Grösse für M ein, R=R,, 


gleich oder grösser ist als Mody,, für 


® .. d' 7 Bu - E: 
‚leich oder grösser als Mod ’% für Mod£<A.. 


> d&' 

Werden diese Grössen für M in der Entwiekelung No. 3 (18.) bei y., und 
A yur 
de 


wählen, dass der Rest beliebig klein wird. Nach demselben Verfahren ist 


so erhält man eine Grösse, 


und AR=R, R'=1 gesetzt, so kann man den Stellenzeiger v so 


das Integralsystem bei = b durch das bei = a auszudrücken. 

b.) Sollen die Substitutionen A fiir die Integralsysteme bei zwei sin- 
vulären Punkten, bei denen der charakteristische Index gleich Null ist, bestimmt 
werden, wenn der eine Punkt innerhalb des von einem Kreise begrenzten 
Gebietes, der andere auf der Begrenzung liegt und die übrigen singulären 
Punkte ausserhalb dieses Gebietes sich befinden, wobei auch der Fall, dass 
der innerhalb des Gebietes befindliche singuläre Punkt im Unendlichen 
liegt, nicht ausgeschlossen ist, so wird gemäss Abh. B. 87 No. 6 d.) durch 
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eine rationale Substitution ersten Grades x = R(£) dieser Fall auf den zurück- 
geführt, dass der eine singuläre Punkt S=0, der andere <= 1, bei beiden 
der charakteristische Index gleich Null ist und die übrigen singulären Punkte 
ausserhalb der Peripherie des um = als Mittelpunkt durch <=1 ge- 
legten Kreises liegen. Alsdann erhält man für jede Constante in der Sub- 
stitution A nach Abh. Bd. 87 No. 3, 4, 10 einen analytischen Ausdruck, der 
sieh durch eine Reihe nach Potenzen von 5 mit positiven ganzzahligen 
Exponenten für S=1 darstellt, deren Convergenz mittels der Fourierschen 
keihe bewiesen worden ist. Die beliebig angenäherten Werthe dieser Con- 
stanten erhält man nach a.); vgl. dabei Abh. Bd. 87 No. 2 1. 

c.) Um ein Integral durch das bei einem singulären Punkte ent- 
wiekelte System auszudrücken, seien von diesem Integrale und seinen m —] 
ersten Ableitungen in einem nichtsingulären Punkte die Werthe gegeben, 
dann wird wie in a.) verfahren. Ist das Integral bei einem singulären 
Punkte, dessen charakteristischer Index gleich Null ist, entwickelt, so tritt 
das Verfahren Abh. Bd. 837 No. 2 I ein. 

Das hkesultat der Fortsetzung eines Integrales von einem Punkte zu 
einem anderen stellt sich durch Zusammensetzung der Substitutionen als 
eime ganze rationale Function von Grössen C dar, die gleich C’+C"” vesetzt 
werden. Diese Function wird in zwei Theile zerlegt, von denen der eine 
aus der ursprünglichen Funetion entsteht, indem C’ statt C eintritt, der zweite 
soll beliebig klein gemacht werden. In diesen wird statt ©’ und C” be- 
züglich ModC+ModC” und ModC” gesetzt, die Maximalwerthe von Mod” 
werden so gewählt, dass der erhaltene Ausdruck kleiner als eine vor- 
geschriebene Grösse wird. Die Werthe ©’ werden dann nach den früheren 
Angaben berechnet. 

Ill. a.) Man braucht die Substitutionen A und B, von denen in ] 
und II die Rede war, nur in Bezug auf die bei den wesentlich singulären 
Punkten entwickelten Integralsysteme zu nehmen, da bei einem ausser- 
wesentlich singulären Punkte die Integrale einwerthig und stetig bleiben. 
dy 
dx 
ein wesentlich singulärer Punkt vorhanden. Denn wenn eine homogene 


lineare Differentialgleichung mit einwerthigen Coeffieienten und singulären 
Punkten in endlicher Zahl nur ausserwesentlich singuläre Punkte enthielte, 
so würden die Integrale allenthalben im Endlichen und Unendlichen ein- 
werthige und stetige analytische Funetionen sein, müssten mithin CUonstante 


Ks ist, abgesehen von der Differentialgleichung = (), immer wenigstens 
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sein, es könnten also nicht mehrere linearunabhängige vorkommen. Dies 
trifft nur bei der Differentialgleichung s =(0 zu, die überhaupt keinen 
singulären Punkt enthält. 

Die Berechnung der Substitutionen A für die Integralsysteme bei 
zwei auf einander folgenden wesentlich singulären Punkten bleibt unverändert. 
wie in Il.a.) angegeben ist. Der Uebergang von einem bei irgend einem 
Punkte entwickelten Integralsysteme zu dem bei einem wesentlich singulären 
entwickelten wird ebenfalls, wie in II e.) angegeben ist, vollzogen, indem. 
wenn jenes Integralsystem bei einem ausserwesentlich singulären Punkte 
entwickelt war, die Werthe der Integrale und ihrer m—1 ersten Ableitungen 
in einem nichtsingulären Punkte aufgestellt werden, wie dies bei der Be- 
rechnung der Substitutionen A in Il a.) geschehen ist. 

Wenn bei zwei singulären Punkten <=0 und S=1 der charakte- 
vistische Index gleieh Null ist und auf dem Kreise mit 5= 0 als Mittelpunkt 
und dem Radius 1 ausser etwa S=0 und S=1 nur ausserwesentlich singuläre 
Punkte liegen, so bestehen die in II b.) bezeichneten analytischen Ausdrücke 
für die Constanten in der Substitution A und werden in derselben Weise her- 
geleitet, wie wenn die ausserwesentlich singulären Punkte nicht vorhanden 
sind (Abh. B. 87 No. 6 e.)). Dieses beruht auf dem Satze: Wenn auf der 
Peripherie des Bezirkes eines Punktes nur ausserwesentlich singuläre Punkte 
liegen, so müssen in der allgemeinen Darstellung eines Integrales von der 
Form No. 1 (21.) die Funetionen 9, Entwiekelungen durch Potenzreihen 
haben, welche weiter als in dem Bezirke des Punktes convergiren, jeden- 
falls innerhalb des Kreises um diesen Punkt als Mittelpunkt, der durch den 
nächsten wesentlich singulären Punkt geht, was aus den homogenen linearen 
Itelationen mit eonstanten Coeffieienten zwischen den Funetionen (x — a) g. 
die No. 1 Schluss von a.) betrachtet sind (vgl. Abh. Bd. 87 No. 1 (20.)). 
und der Eigenschaft der Integrale, dass sie bei einem ausserwesentlich 
singulären Punkt einwerthig und stetig sind, hervorgeht. 

b.) Der Differentialgleichung F,(y, «&) = 0 mögen die Integrale einer 
homogenen linearen Difterentialgleiehung at Ordnung, wo a<<m ist, mit 
rationalen Üoetfieienten f,(y, 2) =0 genügen (vgl. No.9D), und bei zwei 
singulären Punkten von F„=0 seien Systeme von a Integralen von f, =) 
entwickelt. Es sollen nun die a Integrale bei dem ersten Punkte in das 
Gebiet des zweiten fortgesetzt und durch die a Integrale bei letzterem Punkt 
ausgedrückt werden. Die a Integrale bei jedem der beiden singulären 
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Punkte werden in einem nichtsingulären Punkte von F 


m 


VD und = 0 
dureh ein bei diesem entwickeltes Integralsystem von f, = 0 ausgedrückt 
und umgekehrt, wie in II a.). Man hat dann in zwei niehtsingulären Punkten 
von F,=0 und ,=0 ein System von Integralen von f,=0 und das eine 
System in das Entwickelungsgebiet des anderen fortzusetzen und durch 
letzteres System auszudrücken. Hier können andere nichtsinguläre Punkte 
von F,=0 und f,=0 eingeschoben werden, so dass zwei auf einander 
folgende Punkte a und b so liegen, dass durch 5b ein Kreis gelegt werden 
kann, innerhalb dessen Peripherie «a und ausserhalb derselben alle singulären 
Punkte von F,„=0 liegen; es dürfen also auf dieser Kreisfläche ausser- 
wesentlich singuläre Punkte von f,= (0 sich befinden. Dieser Kreis werde 





durch eine rationale Substitution ersten Grades 2 = R(&) eonform auf den 
Kreis in der $-Ebene um S=0 als Mittelpunkt mit dem Radius 1 abge- 
bildet, so dass e=a S=0 und z=b S=]1 entsprieht. Durch diese Sub- 
stitution gehen F,(y,2)=0 in @,y,)=0 und ,(y,z)=0 in g,(y,d)—=0 
über. Dann liegt auf der Kreisfläche mit <=0 als Mittelpunkt und dem 
Radius 1 kein singulärer Punkt von @,(y,S)=0. Die Integrale von f, = 0 
bei a und 5 werden durch solehe von 9, =0 bei &=0 und =1 ausge- 
drückt, dieselben seien y, (k=1...a) bezüglich y, (k=1...a), wobei die 
bei &=1 die Bedingungen (1.) für =, «=1, erfüllen sollen. Dann 
finden wieder die Gleichungen (2.) und (3.) für 2=$8, «“=1, m=a statt. 
Die Werthe von —) | (b=0...a—1) kann man nun mittels der Diffe- 
> = 

rentialgleichung @,„(y, S)=0, der die Integrale y,, genügen, berechnen dureh 
das Verfahren, welches in II Schluss von a.) auseinandergesetzt ist, so «dass 
man hierbei die etwa vorhandenen ausserwesentlich singulären Punkte auf 
der oben genannten Kreisfläche nicht zu kennen braucht. Durch dasselbe 
Verfahren wird das Integralsystem von f,=0 bei b durch das bei a aus- 
gedrückt. Ist ein Integralsystem von f, = 0 bei einem nichtsingulären Punkt 
dieser Differentialgleichung entwickelt und der Uebergang zu einem sin- 
gulären Punkt zu bilden, so geschieht dieses wiederum durch das eben 
auseinandergesetzte Verfahren mittels der Differentialgleichung F,(y, ©) = 0. 

c.) Die Coeffiecienten einer homogenen linearen Differentialgleichung 


seien allenthalben einwerthige analytische Funetionen, die nur in einer 
endlichen Anzahl von Punkten unstetig werden. Durch eine rationale Sub- 
stitution ersten Grades kann ein wesentlich singulärer Punkt ins Unendliche 
projieirt werden. Man betrachte nun den Fall, dass im Endlichen nur ein 
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wesentlich singulärer Punkt übrig bleibt, die übrigen singulären Punkte 
(daselbst ausserwesentlich singuläre sind. Wenn man die Entwickelung der 
Integrale bei dem wesentlich singulären Punkte in der allgemeinen Form. 
No. 1 (21.) nimmt, so convergiren die Potenzreihen, die die Functionen 
y darstellen, in der ganzen Ebene (die mit negativen Exponenten, abge- 
sehen von 2=a) nach dem Satze Schluss von a.), wie bereits in Abh. 
Bd. 87 No. 6 e.) angegeben ist. (Ebenso wenn im Endlichen kein wesentlich 
singulärer Punkt mehr vorhanden ist, und man die Entwickelungen bei 
ireend einem Punkte nimmt.) Auf diesen Fall wird derjenige zurückgeführt. 
wenn von allen singulären Punkten im Endlichen a, bis a,, abgesehen von 
einem a,, vorausgesetzt wird, dass der charakteristische Index bei denselben 
gleich Null ist, und die Integrale bei jedem der Punkte a, bis a,_, zu einer 
einzigen Gruppe gehören, in welcher kein Logarithmus vorkommt. Ist dann 
bei a, (e=1...2—1) die Wurzel der Exponentengleichung mit dem kleinsten 
reellen Theile r‘”, so hat man, wenn die abhängige Variable in der Difte- 
rentialgleichung durch 3 bezeichnet wird, statt z einzusetzen 


‚(1) r(# -1) 
(2 —A4,) ... (2 —4,_,) U, 


die Ditterentialgleichung für y hat dann die vorhin angegebene Eigenschatt. 
Bei dem singulären Punkte im Endlichen a, sei auch der charakteristische 
Index gleich Null. Kommt nun in den Integralen bei diesem Punkte 
kein Logarithmus vor, so erhält man die Entwickelung der Integrale aus 
der ursprünglichen Differentialgleichung (vgl. Abh. Bd. 87 No.7 Ila.)). Sind 
die Coeffieienten der Differentialgleichung rational, und es dürfen auch 
Logarithmen in den einzelnen Gruppen der Integrale bei a, vorkommen. 
so liefert die aus Abh. Bd. 87 No. 7 I entnommene Differentialgleichung 
T,(y, ©) = 0, die in No. 3 III betrachtet ist, die Entwiekelung der Funetionen 
in jeder Gruppe. 


- 


.). 

Von der Differentialgleichung F,(y, x) =0 (1.) m No. 1, in welcher 
F,(y, x) sich durch ein System normaler Differentialausdrücke darstellen 
lässt, war in No. 1 vorausgesetzt worden, dass man F,(y, x) bei z=a dure)ı 
ein solches System von Differentialausdrücken der Form (4.) in No. 1 aus- 
drücken kann, welches in Bezug auf die Exponentengleichungen die dort 
vor a.) angegebene Eigenschaft besitzt, dass die Wurzeln der Exponenten- 
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gleichung von F,, = () sich von denen der Exponentengleichung von F, =, 
y=z, nieht um ganze Zahlen unterscheiden. 

An Stelle dieser Voraussetzung über F,(y, x) wird jetzt eine solehe 
aufgestellt, von welcher jene ein besonderer Fall war. 

I. a.) Wenn der homogene lineare Differentialausdruck «ter Ordnung 
$,(y, x) mit rationalen Coefficienten und dem ÜCoefficienten der höchsten 
Ableitung gleich 1 auf die Form gebracht werden kann e"$,(e "y, x), wo 
co gleich Null oder von der Form ze ‚@—a)* ist, $&, ein homogener 


linearer Differentialausdruck mit rationalen Coefficienten, so dass $, = 0 bei 
r—= a den charakteristischen Index gleich Null hat. so ist dieses nur auf 


eine Weise möglich. Die Ordnung von > muss die ot® sein. Und wenn 


ei Zu u | ' i 
der Coetfieient von en in D, dureh q,, in 2, durch g, bezeichnet wird, 
; dıw " er N a i ins u. 
so ist —@ +gq=g. also enthält , — gı die Glieder der in Partialbrüche 

( 


zerlegten rationalen Funetion g,, die für x= a in höherer als erster Ordnung 
unendlich werden. Daher ist = durch die Gleichung —ew = fi 1 —qı) de 
und die Bedingung, dass das absolute Glied in © gleich Null sein soll, 
eindeutig bestimmt, und dann erhält man &, aus der Gleichung 


(X 


2 y,a)= PR, 


104 


Ebenso wenn &,(y, x) auf die Form e"$,(e”"y, x) gebracht werden kann, 
wo @=( oder von der Form F&ce,r* ist, n $,=0 nach Substitution von 
1 


xz=t' der eharakteristische Index bei {=0 eleich Null ist. so ist dieses 


oO 
nur auf eine Weise möglich. Denn wird 
PP, O)=(-t$b,yd und By) =(-F bb, (yd, Ds ot'= we 


bezüglich ©’ = 0 gesetzt, so erhält man &, (y, t) = e" $,(e”” y,t), und diese 
Darstellung ist nach dem Vorhergehenden nur auf eine Weise möglich. 
Kin solcher Differentialausdruck P,y, a2) =e"$,(e"y,x) heisse ein bei 
dem Punkte = a, bezüglich x = x normaler Differentialausdruck, e" heisse 
der zu diesem Punkte gehörende determinirende Factor, $, der bei diesem 
Punkte reguläre Differentialausdruck in P,. Ein normaler Differentialausdruck 
No. 1 (3.) ist ein bei jedem Punkte normaler und umgekehrt. Ein System 


von Differentialausdrücken, die bei demselben Punkte normal sind mit über- 
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einstimmendem determinirenden Factor, bildet einen bei diesem Punkte nor- 
malen Ditferentialausdruek mit demselben determinirenden Factor. Ist dieses 
System durch ein solches von zwei Bestandtheilen dargestellt, so hat die 
Exponentengleichung, die zu dem bei diesem Punkte regulären Differential- 
ausdrueke in dem Gesammtausdrucke gehört, zu Wurzeln die Wurzeln der 
Exponentengleichung, die zu dem bei diesem Punkte regulären Differential- 
ausdrucke in dem ersten Bestandtheile gehört, und die Wurzeln der Expo- 
nentengleichung, die bei dem entsprechenden Differentialausdrucke in dem 
zweiten Bestandtheile vorkommt, nachdem zu letzteren Wurzeln eine ganze 
Zahl addirt ist (vgl. No. 8 L). Wenn ein bei einem Punkte normaler 
Ditferentialausdruck 2, dureh ein System homogener linearer Differential- 
ausdrücke mit rationalen Coeffiecienten und den Coeffieienten der höchsten 
Ableitungen gleich 1 dargestellt wird, so müssen alle bei diesem Punkte 
normal sein mit demselben determinirenden Factor bei diesem Punkte. Denn 
wenn der in ?, enthaltene determinirende Factor e” und der bei diesem Punkte 
reguläre Differentialausdruck PD, ist, so ergiebt sich aus e”” D,(e”y,x) für 
$, ein System von Differentialausdrücken, die bei diesem Punkte regulär sein 
missen. Daher muss in dem Systeme für #, jeder Bestandtheil bei diesem 
Punkte normal sein mit dem determinirenden Factor e” (vgl. Abh. Bd.83 No.3 ID. 





In der Exponentengleichung von D,=0 bei dem Punkte = «a, bezüglich 
z=»x(e=ft',t=(0(), bei welehem 2, normal ist, mögen eine oder mehrere 
Wurzeln vorkommen, die sich von r nur um ganze Zahlen unterscheiden, 
wo r jede Grösse vorstellt, die man erhält, wenn man zu einem bestimmten 
Werthe eine beliebige ganze Zahl addirt. Alsdann werde gesagt, der bei 
dem betrachteten Punkte normale Difterentialausdruck enthalte bei diesem 
Punkte den Gruppenexponenten r. 
Es werde nun ein System bei einem Punkte normaler Differential- 

ausdrücke gebildet 

1) 9 m)=Yı, Pay) = ++ 9, RT); 
wo g,, von der Ordnung a, ist. Diejenigen auf einander folgenden Bestand- 
theile dieses Systems, die bei diesem Punkte denselben determinirenden 
Factor haben, werden zu einem Differentialausdrucke zusammengezogen. 
wodurch das System hervorgehe 

2) F,ysz)=y, Fu(yn&) =Yn --- Fa (Yo ©), 


i ’- W. pe — 0, \ 
(3.) .Y5xX)=e'F,(e 'Y,®), 
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wo e"‘ der determinirende Factor bei diesem Punkte, F, (y, x) der bei diesem 
Punkte reguläre Differentialausdruck ist und zwei auf einander folgende « 
von einander verschieden sind. Der letzte Bestandtheil F, soll bei diesem 
Punkte einen Gruppenexponenten r enthalten, welcher in keinem der vor- 
hergehenden Bestandtheile F, (e<-k) bei diesem Punkte vorkommt. Es 
sollen also in der Exponentengleichung von F, = bei diesem Punkte eine 
oder mehrere Wurzeln vorkommen, die sich von r nur um ganze Zahlen 
unterscheiden, und keine solche Wurzeln in der Exponentengleichung von 
F,=0 (e<h) sich finden, während über die Wurzeln dieser Exponenten- 
gleichungen sonst weiter nichts vorausgesetzt wird. Dann werde gesagt, 
das System bei einem Punkte normaler Differentialausdrücke (1.) enthalte 
bei diesem Punkte den Grappenexponenten r einstellig. Der in diesem Falle 


[2 


in F,, enthaltene determinirende Factor e’ werde der zu dem Gruppenezpo- 
nenten r gehörende «determinirende Factor genannt. 

Das System (4.) der No. 1 mit der dort vor a.) in Bezug auf die 
Wurzeln der Exponentengleichungen gemachten Voraussetzung ist ein solches. 
dass, wenn man dasselbe bei einem beliebigen Bestandtheile abbricht. man 
ein System bei @=a normaler Difterentialausdrücke erhält, welches die 
Gruppenexponenten des letzten Bestandtheiles einstellig enthält. 

Das System (1.) stelle den Differentialausdruck ter Ordnung F,(y, x) 
dar. Nun kann man mittels dieses Systemes, welches bei einem Punkte 





z=a oder e=x den Gruppenexponenten r einstellig enthalten soll, die 
Integrale von F,=0, in deren Entwiekelung von der allgemeinen Form 


r . « .. . 1 . 
No.1 (21.) die Exponenten von z—a, bezüglich —, sich von r nur um 


X 
ganze Zahlen unterscheiden, — solche Integrale mögen Integrale bei x = a. 
bezüglich =» mit dem Gruppenexponenten r genannt werden —. nach 


dem in den Nummern 1. 2 und 3 enthaltenen Verfahren darstellen. 
Denn man stellt diese Integrale bei e=.«a unter der Form aut 


(4) u, / dur’ ur...ı, / ur ec" Ydı, 


wo Y die bei z= a genommene Entwickelung von der Form eines regulären 
Integrales mit dem Gruppenexponenten r ist, «u, bis «, die Form 


I 
e"(z—-a)" dc, (c—a) 
0) 


haben. gleich Null oder von der Form &c_,(r—a)* ist, der Exponent 
] 


15* 
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o sich von r nicht um eine ganze Zahl unterscheidet. Dieses hat zur Folge, 
dass bei den successiven Integrationen in (4.), bei denen das constante Glied 
in den Entwiekelungen annullirt wird, in dem jedesmal zu integrirenden 
Ausdruck die Exponenten von e—a nicht ganzzahlig sind. Zu dem Zwecke 
werden die Integrale der Differentialgleichungen F,, =0 (e<h) bei e=a 
unter der Form No. 1 (7.) (8.), die Integrale von F, =0 (ck) unter der 
Form No. 1 (9.) (10.) aufgestellt, die Integrale von F,=0 sind dann unter 
der Form No. 1 (11.) (12.) enthalten. In der Exponentengleichung von 
F,, = 0 bei e = a mögen # Wurzeln vorkommen, die sich von dem Gruppen- 
exponenten r nur um ganze Zahlen unterscheiden, dieselben können an die 
Spitze des Systemes der Wurzeln No. 1 (6.) dieser Exponentengleichung 
gestellt werden. Nun werden die zugehörigen #' Integrale von F, = 0 aus 
No. 1 (7.) (8.) entwickelt unter der Form No. 1 (19.), und es ergeben sich 
unter der Form No. 1 (20.), die die vorhin angegebene Beschaffenheit des 
Integrales (4.) hat, die 4 Integrale von F,=( mit dem (Gruppenexponenten 
r bei e=a. Um die in Rede stehenden Integrale bei e = x zu entwickeln, 


leitet man durch die Substitution x =t"', wenn 


IE) =(-FVRWt, 9er) =(-P)" (9: 


' n.) i 
U tt) _ (+. +0,_1) 
| { ' l Pa, (d l Y, = Pa, (Y, f) 


gesetzt wird, aus (1.) für F,(y, £) das System her 
6) HN N PYyndD = ya 9a, Wr, 
(Abh. Bd. 83 No. 9 (12.), vgl. diese Abh. No.8 ID. Wenn in 9, (y, x) der 
determinirende Factor bei e=x gleich e“”, der bei 2= x reguläre 
Ditterentialausdruck p.. 4; 2) ist, und 9, EN) =(-P)p, (y,D, so ist 
p.,(y,M) beit=0 normal mit dem determinivenden Factor e““ und dem 
bei 2=0 regulären Differentialausdruck pr. (4,0). Wird daher 
VL Pa a a » Pa. (et I y, f) 

vesetzt, So Ist pi. bei = 0 regulär. Die Wurzeln der Exponentengleichung 
von g,, bei £=0 sind die der Exponentengleichung von Pi. = (), nachdem 
eine ganze Zahl —2(ay+:'-+a,_,) zu ihnen addirt ist. Das System (6.) 
enthält also den Gruppenexponenten r einstellig mit dem determinirenden 


\ ge . . . ze Tr . 
Factor e"“ > aus g,,, und die Exponentengleichungen von 9, = bei 
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{= 0 enthalten ebensoviele Wurzeln, die sich von r nur um zanze Zahlen 
unterscheiden, wie die Exponentengleichungen von g, (,0=0. Die Ent- 
wickelung der Integrale von F(y,t) =0 bei t=0, mit dem Gruppenexpo- 
nenten r, findet nun vermittelst des Svstemes (6.) wie bei (1.) dureh die 
Formel (4.) statt. 

Weil nun bei dem Integralausdrucke (4.) in dem jedesmal zu inte- 
orirenden Ausdrucke die Exponenten von 2—a nicht ganzzahlig sind, so 
ist das in den Nummern 1, 2 und 3 auseinandergesetzte Verfahren zur 
Untersuchung eines solchen Integralausdruckes unverändert anwendbar, Es 
bleibt demnach unverändert das Verfahren zur Ermittelung der Constanten 
in der linearen Verbindung der Integrale von F,(y, x) = 0 mit dem Gruppen- 
exponenten r, in welehe Verbindung ein solches Integral bei dem Umgange 
um ze=a übergeht (No. 1 (25.)), und daher das Verfahren zur Ermitte- 
lung der Constanten in den linearen Relationen zwischen den Funetionen 


-&at..Tt6%1 


z— a)" —gps(z) (No. 1 (21.) und Schluss von «.)). Es bleibt unge- 


r-&T. ra] 


a) ® —Ig,(2) dureh die 





ändert die Darstellung dieser Funetionen (z 
Integrale U (No. 1 5.)), die Darstellung der Grössen « vermittelst e‘ und 
der Integrale von F,»0 (e <A) (No. 1 e)) und die Darstellung der 
Integrale U durch bestimmte Integrale (No. 1 d.). Auch bleibt die Re- 
eursionsformel für die Coefficienten in der Entwickelung der Funetionen 
ital ei idee, "pa(rx) nach Potenzen von z—a (No.1 e.)) und die 
Darstellung dieser Coefficienten (No. 2). Es bleibt ferner die in No. 3 aus- 
einandergesetzte Methode anwendbar, die Funetionen 9,(x2) und ihre Ab- 
leitungen mit beliebig vorgeschriebener Annäherung durch ganze rationale 
Funetionen von e—a und (e—a)' in einem Kreisringe um 2 =a auszu- 
drücken, und es bleiben die übrigen in No. 3 in Bezug auf die Werthbe- 
rechnung der Integrale erhaltenen Resultate bestehen. 

b.) Der Differentialausdruck F,,(y, x) in der Differentialgleichung (1.) 
der No. 1, der durch ein System normaler Differentialausdrücke darstellbar 
ist, hat bei jedem singulären Punkte e=a von F,=0 eine Darstellung, 
wie in No. 1 (4.). Aus dieser ergeben sich nach No. 1 (20.) bis auf ganze 
Zahlen die Exponenten von 2—a in jeder Gruppe von Integralen, in deren 
Entwickelungen diese Exponenten sich nur um ganze Zahlen unterscheiden, 
und die Anzahl der linearunabhängigen Integrale dieser Gruppe. Ebenso 


bei =» vermittelst der Substitution x = t', vel. (5.). 
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Es seien nun in F,(y, x) =" die Integrale einer Differentialgleichung 
F,(y, x) = enthalten, wo F,(y, x) ein homogener linearer Differentialausdruck 
mit rationalen Coefficienten und dem Coeffieienten der höchsten Ableitung 
eleich 1 ist. Dann muss nach Abh. Bd. 83 No. 7 III. (siehe die vorlie- 
rende No. bei Il.) derselbe durch ein System normaler Differentialausdrücke 
(mit einem oder mehreren Bestandtheilen) darstellbar sein. Ist F,(y, x) dureh 
ein System normaler Differentialausdrücke darstellbar, welches bei einem 
singulären Punkte von F,=0 den Gruppenexponenten r einstellig enthält, 
und gehen, wenn das System in die Form \2.) übergeführt ist, aus der Ex- 


ponentengleichung von F, =0 # Wurzeln hervor, die sich von r nur um 


vanze Zahlen unterscheiden, so liefert = 0 4 Integrale mit dem Gruppen- 
exponenten r von F,=0 bei dem singulären Punkt, von welchen Integralen 
man nach a.) die linearen Relationen beim Umgange um den singulären 
Punkt. die Darstellung und Werthbereehnung angeben kann. Es ist also 
suzusehen, ob aus solchen Differentialgleichungen F,=V) im Ganzen so viele 
linearunabhängige Integrale, als jeder Gruppe zukommen, erhalten werden. 
‘rgiebt sich nun bei jedem singulären Punkt von F,=0 ein 
System von m linearunabhängigen Integralen der bezeichneten Art, so ist 
das Verfahren, die Fortsetzung eines Integrales von F,= 0 von einem Punkte 
zu irgend einem anderen zu verfolgen, das in No. 4 angegebene: die Con- 
stanten in den dort vorkommenden Substitutionen B sind bereits bekannt 
nach a.), und die Constanten in den dort gebrauchten Substitutionen A 
werden ebenso, wie dort angegeben ist. ermittelt. Man hat hierbei von den 
bei jedem singulären Punkte entwickelten Integralen die Differentialdeter- 
minante D in einem nichtsingulären Punkte zu berechnen, und zwar gemäss 
No.4+ 5.), (6.) einen Werth — ModD anzugeben (nach No. 3 IV d.)), ferner 
einen Werth — ModD. Was letzteren Werth angeht, der in No. 4 aus 
No. 1 (16.) entnommen wurde, so ist hier, dadurch dass die Integrale in 
No. 1 13.) eingesetzt werden, wenn D= D’+D” „gesetzt ist, ein solcher 
Werth von D’ nach No. 3 IV d.) zu ermitteln, dass Mod D’—- Mod D’ —> 0 
wird. Zu dem Zwecke ist Mod D” successive zu verkleinern, oder ModD 
zu vergrössern durch Multiplieation der Integrale mit Faectoren, deren 
Moduln grösser als 1 sind. Wenn aber F, = U in mehrere Differential- 
gleichungen zerfällt, von denen jede die Beschaffenheit, wie die in No.1 bis 4 
betrachtete hat (vgl. No.9 I und Il), so werden die Integrale dieser Diffe- 


rentialgleichungen bei jedem singulären Punkte von F,„=V als m Integrale 
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letzterer genommen. Ein Integral von F,. —() wird bei einem (singulären oder 
nichtsingulären) Punkte von F,„=\, bei dem der charakteristische Index gleich 
Null ist, durch Integrale dieser einzelnen Differentialgleichungen ausgedrückt 
Dann kommt man darauf zurück, diese letzteren zu behandeln nach No. 1 bis A 
(vgl. No. 4 III b.)). 

Il. a.) Es seien F'?’(y,x), F(y,x) bis F®%(y,x) s Systeme von 
normalen Differentialausdrücken, die bei demselben Punkte den Gruppen- 
exponenten r einstellig enthalten. 

Diese Systeme sollen bei dem betrachteten Punkte den Gruppenexponenten 
r mit einem und demselben zugehörigen determinirenden Factor enthalten, und es 
sollen nun die linearunabhängigen Integrale von F'’(y,2)=V (t=1...s) in einer 
homogenen linearen Differentialgleichung vereinigt werden. Das System F’(y, x 
habe die Darstellung 


() P*y,a)=y, Fly, ®), 


wo # das System derjenigen auf einander folgenden Bestandtheile des 
Systemes F” ist, von denen der erste zuerst in dem Systeme F“' bei 
dem betrachteten Punkte den Gruppenexponenten r enthält. Um nun die 


linearunabhängigen Integrale von FY(y,2)=0 (t=1...s) in einer home- 
genen linearen Differentialgleichung zu vereinigen, ist nach Abh. Bd. 83 
No. 2 I. und Il. (vgl. die vorliegende Abh. No. 7 1.) zu verfahren. 

Es werden zunächst die linearunabhängigen Integrale von BP (y,.) = 0 
(e=1...s) in einer Differentialgleichung vereinigt. Zuerst findet dieses in 
Bezug auf PV=0 und PP =O statt; DU) sei von der Ordnung a, I, 
P° von der Ordnung a, 2. Wenn die Differentialgleichungen &{) = 0 
und = 0 I linearunabhängige Integrale und nicht mehr gemeinsam haben, 
so erfüllen diese eine homogene lineare Differentialgleichung /* Ordnung 
7:(y, ©) mit rationalen Coeffieienten, von denen der Coefficient der höchsten 
Ableitung gleich 1 gesetzt ist; ist =0, so wird y=y. Dann erhalten 
pP,’ und 5 die Darstellungen 


(1) 


8.) Ar = Yı, % 
49) Ay 8) 


(Yı; zT) 


Yır Pan (Yı, ©). 


\ 


Werden nun die Integrale von y,=0 und y,=0 in einer homogenen 


linearen Differentialgleichung vereinigt, deren Coeffieienten rational sein 
müssen und in welcher der Coeffieient der höchsten Ableitung gleich 1 
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gesetzt ist, 9, ,.,.,= 0. so ist die Differentialgleichung, welche die linear- 
unabhängigen Integrale von BI’ =0 und P=0( enthält, wenn 

(10) 2) =Y, Or. lYı, %) = Kara-ılY €) 
gesetzt wird, 4. 2) =. 

In einem System normaler Differentialausdrücke seien die einzelnen 
Bestandtheile selbst durch Systeme unzerlegbarer normaler Difterential- 
ausdrücke dargestellt. Der durch dieses System unzerlegbarer normaler 
Ditferentialausdrücke gegebene Differentialausdruck sei durch irgend ein 
anderes System unzerlegbarer linearer Differentialausdrücke dargestellt, so 
müssen letztere Ausdrücke normal sein, und es müssen die Bestandtheile 
des einen Systems mit denen des anderen sich so paaren lassen, dass die 
Ausdrücke in demselben Paare einander ähnlich sind nach Abh. Bd. 83 
No. 7 III (vgl. die vorliegende Abh. No. 6). Daher ist %,(y, x) durch ein 
System unzerlegbarer normaler Differentialausdrücke darstellbar, von denen 
keiner bei dem betrachteten Punkte den Gruppenexponenten r enthält. 
ebenso 4%, und 9%). Dem Differentialausdruck ®,.,,-.(y,. x) kann man 
die Darstellung 

11) 2) = 9 (hr) 
geben, wo $,_, durch ein System normaler Differentialausdrücke darstellbar 
ist, welches ähnlich ist einem solehen Systeme für g\?, (Abh. Bd. 83 No. 7 
IV, vgl. diese Abh. No. 6 II a.). Also wird %,+.-,(9, x) durch ein System 
unzerlegbarer normaler Difterentialausdrücke dargestellt, von denen keine: 
bei dem betrachteten Punkte den Gruppenexponenten r enthält. 

Die linearunabhängigen Integrale von %,,.,-,( 2) =0 und PU = UV 
werden in derselben Weise in einer Differentialgleichung vereinigt, und in 
gleicher Weise ist fortzufahren, bis man die homogene lineare Differential- 
gleichung x! Ordnung @G,(y,z)=0 erhält, in welcher die linearunabhän- 


gigen Integrale von PU = 0 (c=1...s) vereinigt sind. Hier ist also @,(y, © 


< < 


durch ein System unzerlegbarer normaler Differentialausdrücke darstellbar. 





von denen keiner bei dem betrachteten Punkt den Gruppenexponenten 7» 
enthält. 
Nun wird G,(y, x) auf die Form 
. dla N a ; ; 
(12) Pia) = Yı. Iu-,(Yı, 7) 
gebracht. Dann werden die linearunabhängigen Integrale von g,_, = 


und 7° = 0 in einer Differentialgleichung vereinigt. 7“ sei von der 
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Ordnung b,; die A gemeinschaftlichen Integrale von g,_-, =0 und 9) 0 
erfüllen die Differentialgleichung 7,(y, ©) =(0 mit rationalen Coefficienten, 
von denen der der höchsten Ableitung gleich 1 gesetzt ist: wenn =, 
so ist 7, =y. Dann haben g,_, und %,° die Darstellungen 


(13.) (9%) = Yı, Ya--1(Yir ©), 

(14) nz) = Y, W-ılyı, €). 
Nun sind die Integrale von Y,_,-,=0 und wi, =0 in einer Differential- 
gleichung zu vereinigen, welcher man die Form 

15) de, ya) = 

geben kann. Wenn nun 7, durch ein System unzerlegbarer normaler Difte- 
rentialausdrücke dargestellt ist, so enthält kein Bestandtheil bei dem be- 
trachteten Punkte den Gruppenexponenten r. Und wenn %,° durch ein 
System unzerlegbarer normaler Differentialausdrücke dargestellt ist, und 
ebenso vn. so müssen die Bestandtheile in letzterem Systeme bei dem be- 
trachteten Punkte alle denselben determinirenden Faetor wie in 9° haben, 
und die Bestandtheile, welche r bei diesem Punkte enthalten, sich mit den 
von derselben Beschaffenheit in 7° so paaren lassen, dass die in einem 


Paare enthaltenen ähnlich sind (Abh. Bd. 83 No. 7 IIL). &®_, wird aber 


>. 
durch ein System dargestellt, welches ähnlich ist dem Systeme für wi”. 
Also sind die linearunabhängigen Integrale von @,=0 und FV=0 
in der Differentialgleichung 
(16) G,W,z)=y, 59,2) = 0 


vereinigt, wo [£®” durch ein System unzerlegbarer normaler Differential- 
ausdrücke dargestellt wird, welche bei dem betrachteten Punkte denselben 
determinirenden Factor wie #7“ enthalten, und in welchem System die 
Bestandtheile, die den Gruppenexponenten r enthalten, sich mit denen von 
derselben Beschaffenheit in 7 so paaren lassen, dass die in einem Paare 
stehenden Differentialausdrücke ähnlich sind. 

Jetzt sind noch die linearunabhängigen Integrale von [9 —=0 (c=1...s) 
in einer homogenen linearen Differentialgleichung H, = 0 zu vereinigen. 
Dieses geschieht successive wie bei (8.) und (9.). Der Differentialausdruck 
H, ist daher durch ein System normaler Differentialausdrücke darstellbar, 
die bei dem betrachteten Punkte alle denselben determinirenden Factor wie 
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in 7 haben, und unter denen welche vorkommen, die bei diesem Punkte 
den Gruppenexponenten r enthalten. 

Die Ditferentialgleichung, in welcher die linearunabhängigen Integrale 
von F9=0(e=1...s) vereinigt sind, ist also 

(17) 6x) =y,, H,(y,&)=V. 

Der Differentialausdruck in (17.) ist durch ein System normaler Differential- 
ausdrücke darstellbar, welches bei dem betrachteten Punkte den Gruppenexpo- 
nenten r einstellig enthält mit dem zugehörigen determinirenden Factor aus den 
Systemen F“ (e=1...s). Die Integrale aus (17.) bei dem betreffenden Punkte 
werden nach No. 1 (11.) und (21.) entwickelt (vgl. diese No. I (4.)). Dann 
ochen aus (17.) so viele linearunabhängige Integrale mit dem Gruppenexpo- 
nenten r bei diesem Punkte hervor, wie solche Integrale aus den F® = 0 
(e=1...s) sich ergeben, und die einen lassen sich durch die anderen aus- 





drücken. Denn wenn man zwei Systeme linearunabhängiger Integrale von (17.) 
u y & : 1 
mit Entwiekelungen der Form No. 1 (21.) hat (wo beiire =» „ statt =—a 
\ . - . . . . n 
steht ), so muss einer Gruppe von denjenigen Integralen in dem einen Systeme, 


bei welchen die Exponenten von z—a bezüglich 2 sich nur um ganze 
Zahlen unterscheiden, eine Gruppe solcher Integrale in dem anderen Systeme, 
bei denen die Exponenten sich von jenen nur um ganze Zahlen unter- 
scheiden, entsprechen, und es müssen die Integrale der Gruppe des einen 
Systems sich durch die der entsprechenden Gruppe des anderen Systemes 
ausdrücken lassen, daher muss die Anzahl der Integrale in beiden Gruppen 
dieselbe sein. (Abh. Bd. 74 No.1 (.)). 

Ferner sollen die Systeme normaler Differentialausdrücke F* (c=1...s) 
den Gruppenexponenten r bei einem und demselben Punkte einstellig, aber 





alle mit verschiedenen zugehörigen determinirenden Facloren enthalten. Dann 
sind die aus den verschiedenen Differentialgleichungen F9 =0(e=1...s) 
bei diesem Punkte hervorgehenden Integrale mit dem Gruppenexponenten 





r unter einander linearunabhängig. 

Denn, wenn F%(e=1...s) wieder die Darstellung (7.) hat, und die 
Differentialgleichung (16.) hergeleitet ist, so liefern die linearunabhängigen 
Integrale der genannten Art aus FÜ =0 in G,(y, x) = y, eingesetzt, eben 
so viele linearunabhängige Integrale von ® (y,2)=0. Nun sind die Inte- 
srale von 9 = 0(c=1...s) unter einander linearunabhängig. (Abh. Bd. 83 
No. 7 IV e.) oder No. 3 (11.)). Daher müssen die bezeichneten Integrale 
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aus den verschiedenen Differentialgleichungen F® = 0(ce=1...s) unter ein- 
ander linearunabhängig sein. 

b.) In der Differentialgleichung F,=0 No.1 (1.), in welcher F, 
durch ein System normaler Differentialausdrücke dargestellt ist, seien nun 
die Integrale einer oder mehrerer Differentialgleiehungen F” =0(c=1...s) 
enthalten, in welchen die Differentialausdrücke F'® dureh Systeme normaler 
Differentialausdrücke gegeben sind, die bei einem singulären Punkte von 
F,=0 den Gruppenexponenten r einstellig enthalten. 

Die zugehörigen determinirenden Factoren bei diesem Punkte seien in 
den Systemen F®(c=1...s) übereinstimmend. Dann 
homogene lineare Differentialgleichung, in welcher die Integrale von 
F?=0(ce=1...s) vereinigt sind, und deren Differentialausdruck durch ein 
System normaler Differentialausdrücke darstellbar ist, welches bei demselben 
Punkte den Gruppenexponenten r einstellig mit dem zugehörigen deter- 
minirenden Factor aus F enthält. 

Dieses System werde an die Spitze einer Darstellung von F 


giebt es nach a.) eine 


„. die 
durch ein System normaler Differentialausdrücke gegeben wird, gestellt, 
die einzelnen Bestandtheile dieses Systemes seien in unzerlegbare Diffe- 
rentialausdrücke aufgelöst, dasselbe sei in Bezug auf das ursprüngliche 
System für F, geschehen. Dann ergiebt sich, weil die Bestandtheile des 
einen Systemes sich mit denen des anderen so paaren lassen, dass die in 
einem Paare stehenden ähnlich sind, dass die Differentialgleichungen 
F’=0(c=1...s) nicht mehr linearunabhängige Integrale mit dem Gruppen- 
exponenten r bei diesem Punkte liefern können, als in denjenigen Bestandtheilen 
des ursprünglichen Systems von F,, die bei dem betrachteten Punkte den- 
selben zugehörigen determinirenden Factor wie F“’ haben, die Exponenten- 
gleiehungen der zugehörigen regulären Differentialausdrücke bei diesem 
Punkte Wurzeln, die sich von r nur um ganze Zahlen unterscheiden, 
enthalten. 

Bei einem singulären Punkte von F,„=(0 mögen die Systeme F® den 
Gruppenexponenten r einstellig enthalten mit zugehörigen determinirenden 
Faetoren, die bei den verschiedenen Systemen F® (c=1...s) von einander 
verschieden sind. Dann liefern die Differentialgleichungen F®—0 eben 
so viele linearunabhängige Integrale von F, = 0 mit dem Gruppenexponenten 
r, als bei dem betrachteten Punkte in den Exponentengleichungen der regu- 
lären Differentialausdrücke, die zu den einzelnen Bestandtheilen der Systeme 

19* 
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F®(c=1...s) gehören, Wurzeln vorhanden sind, die sich von r nur um 
ganze Zahlen unterscheiden. 

Ill. Es ist nun weiter zu untersuchen, wie ein System normaler 
Differentialausdrücke, welches bei einem singulären Punkte von F,(y, x) = 0 
No. 1 (1.) den Gruppenexponenten r einstellig mit einem bestimmten zuge- 
hörigen determinirenden Faetor enthält und, gleich Null gesetzt, Integrale 
ergiebt, die F„= 0 erfüllen, aufzufinden ist. Ein System normaler Differential- 
ausdrücke, welches F,(y, x) darstellt, möge bei einem singulären Punkte 


von F,=0 auf die Form 


(18.) Roy,)=y, S(y,r)=y, T(y,®) 


gebracht sein, wo R ein System normaler Differentialausdrücke ist, die bei 
diesem Punkte den Gruppenexponenten r nicht enthalten, R sich auch auf 
y redueiren kann, S alle diejenigen normalen Differentialausdrücke umfasst, 
die bei diesem Punkte den Gruppenexponenten r mit einem bestimmten zu- 
gehörigen determinirenden Factor enthalten, ausserdem etwa noch andere 
Bestandtheile haben kann, T die übrigen Bestandtheile enthält, von denen 
also bei diesem Punkte entweder keiner den Gruppenexponenten r, oder 
keiner denselben mit dem in S vorkommenden zugehörigen determinirenden 
Factor enthält, T sich auch auf 9, reduciren kann. 

Wenn nun in F,(y, x) =0 die Integrale einer Differentialgleichung 
F (y, ©) = (0 enthalten sind, wo F,(y, x) durch ein System normaler Differential- 
ausdrücke, die in unzerlegbare aufgelöst sind, darstellbar ist, welches bei dem 
betrachteten Punkte den Gruppenexponenten r einstellig mit dem zugehörigen 
dleterminirenden Faetor aus S enthält, so sind in S(y, x) =0 die Integrale 
einer Differentialgleichung F(y, x) =0 enthalten, wo F(y, x) sich durch 
ein System unzerlegbarer normaler Differentialausdrücke darstellen lässt, 
welches bei demselben Punkte den Gruppenexponenten r einstellig mit dem 
bestimmten determinirenden Factor enthält, und in welchem die Bestandtheile, 
die bei diesem Punkte r enthalten, sich mit denen in F,(y, x), die r ent- 
halten, so paaren lassen, dass die Ausdrücke in demselben Paare ähnlich 
sind, nach einem Satze, der in No. 6 I bewiesen wird. 

Giebt es mehrere Differentialgleichungen F* (y, 2) =0(e=1...s) der 
bezeiehneten Art, so dass in diesen Systemen F' die zu r gehörenden 





determinirenden Faetoren übereinstimmen, so kann man nach Il ihre Integrale 
in einer Differentialgleichung vereinigen, deren Differentialausdruck durch 
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ein System normaler Ausdrücke darstellbar ist, welches bei dem betrachteten 
Punkte den Gruppenexponenten r einstellig mit jenem bestimmten deter- 
minirenden Factor enthält. Es muss dann also auch eine Differentialgleichung 
Z(y,2)=0 aus S=0 hervorgehen, wo >(y,x) sich durch ein System unzerleg- 
barer normaler Differentialausdrücke darstellen lässt, das bei diesem Punkte 
den Gruppenexponenten r einstellig mit dem genannten determinirenden 
Factor enthält, und wo F2=0 eben so viele linearunabhängige Integrale bei 
diesem Punkte mit dem Gruppenexponenten r ergiebt, wie die Differential- 
gleichungen F®(y,z)=0. Dann sind in F„(y, =) =0 die Integrale von 
18) Au), Z,2)=0 

enthalten, wo der Differentialausdruck in (19.) bei dem betrachteten Punkte 
den Gruppenexponenten r einstellig mit dem genannten determinirenden 
Faetor enthält und die Differentialgleichung (19.) eben so viele linearunab- 
hängige Integrale mit dem Gruppenexponenten r von F,„= 0 liefert, wie die 
Differentialgleichungen FY% (y,z)=V(e=1...s). Es bleibt demnach ührig, 
aus der Differentialgleichung S(y, @)=(0 die genannte Differentialgleichung 
=(y,z)=V0 herzuleiten, in der Z(y,x) bei dem betrachteten Punkte. den 
Gruppenexponenten r einstellig mit dem bestimmten determinirenden Factor 
nethält. Das hierzu dienende Verfahren wird in No. 9 entwickelt. 


6. 

In der vorigen Nummer ist der Begriff der Aehnlichkeit zweier nor- 
malen Differentialausdrücke angewandt worden, der in Abh. Bd. 85 No.7 Ill 
dadurch definirt worden ist, dass sie unzerlegbar, von derselben Ordnung und 
demselben determinirenden Factor sind und dass die in ihnen enthaltenen regu- 
lären Differentialausdrücke gleich Null gesetzt Differentialgleichungen liefern, 
bei denen in jedem Punkte die Wurzeln der Exponentengleichung der einen 
sich mit den Wurzeln der Exponentengleichung der anderen so paaren lassen, 
dass die Wurzeln in jedem Paare sich nur um eine ganze Zahl unterscheiden. 
Diese ganzen Zahlen brauchen in den Paaren bei demselben Punkte nicht 


einander gleich zu sein [vel. 1. ec. No.7 Il a.); ein allgemeineres Beispiel 
als das dort angegebene ist dieses: Wenn bei einem Punkte 2=a der 
charakteristische Index in den dort vorkommenden Differentialgleichungen 
P„=0 und #,=0 gleich Null ist, die Wurzeln der Exponentengleichung 
von #,=0( sich zu je zweien nicht um eine ganze Zahl unterscheiden, und 
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einzelne dieser Wurzeln, aber nicht alle, die Exponentengleichung von 
p,„=0 erfüllen). Bei einem Punkte, der in beiden Differentialgleichungen 
nichtsingulär ist, stimmen die Wurzeln der Exponentengleichungen überein. 
Es kam ferner in der vorigen Nummer der Begriff der Aehnlichkeit zweier 
Systeme normaler Differentialausdrücke vor, der in Abh. Bd. 83 No.7 IV 
dadurch definirt ist, dass die Systeme gleichviel Bestandtheile haben, und 
die Bestandtheile von derselben Stelle einander ähnlich sind. 

I. Auf diesen Begriffen beruht folgender auf die verschiedenen Dar- 
stellungen eines durch ein System normaler Differentialausdrücke darstell- 
baren Differentialausdruckes sich beziehender Satz, der einen in Abh. Bd. 83 
No. 10 I bewiesenen Satz als speciellen Fall enthält, und aus welchem ein 
in No. 5 III angewandter Satz hervorgeht. 

a.) Es besteht folgender Hülfssatz. 2, sei ein System unzerlegbarer 
normaler Differentialausdrücke. In der Differentialgleichung ?,=0 seien 
die Integrale einer Differentialgleichung F, = 0 enthalten, wo F, ein System 
unzerlegbarer normaler Differentialausdrücke ist. Dann kann man den durch 
PD, gegebenen Differentialausdruck mittels eines Systemes unzerlegbarer 
normaler Differentialausdrücke darstellen, in welchem das System F, an der 
Spitze steht, und auf dessen Bestandtheile ein System unzerlegbarer normaler 
Differentialausdrücke folgt, welches ähnlich ist dem System &,, nachdem 
aus diesem System gewisse Bestandtheile, die mit den Bestandtheilen von 
F, gepaart sind, so dass in demselben Paare ähnliche Bestandtheile sich 
finden, herausgenommen sind. Der Beweis dieses Satzes ist in dem Beweise 
des Satzes Abh. Bd. 83 No. 7 III a.) enthalten. 

b.) Mittels dieses Hülfssatzes wird folgender Satz hergeleitet. 

Man habe ein System unzerlegbarer normaler Differentialausdrücke 
R(y, x), ein solches S(y, x) und ein solches T(y, x), wo R und T sich auch 
auf y redueiren können, und bilde den Differentialausdruck $,(y, x) mittels 
des Systemes 

1) Ry,d)=y, Sy,@)=y, Tip, ®). 
Wenn man nun eine andere Darstellung von ?, durch ein System unzer- 
legbarer normaler Differentialausdrücke hat, so lassen sich nach Abh. Bd. 85 
No. 7 Ill ee.) deren Bestandtheile mit denen des Systemes (1.) so paaren. 
dass die Ausdrücke in demselben Paare ähnlich sind. Es sei nun eine 
zweite solche Darstellung von &, vorhanden. Dann giebt es auch eine 
solehe Darstellung von $, von der Form 
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(2) Ry,a)=y, S(y,2)=y:., T(y., x) 

wo das System unzerlegbarer normaler Differentialausdrücke S’, welches den 
Differentialausdruck S darstellt, ähnlich ist dem System, welches übrig bleibt. 
wenn aus der zweiten Darstellung von 2, gewisse Bestandtheile, die mit 
denen in R und T so gepaart sind, dass in demselben Paare ähnliche stehen. 
herausgenommen werden. 

Aus der zweiten Darstellung von &, wird nach dem Hülfssatze «.) 
eine solche hergeleitet von der Form 

3.) Royzs)=y, Uly,®), 

wo U durch ein System unzerlegbarer normaler Differentialausdrücke dar- 
restellt ist, welches ähnlich ist dem zweiten System für $,, nachdem aus 


0 je) 


iesem gewisse Bestandtheile, die mit denen aus R als ähnliche gepaart 


md 


sind, herausgenommen worden sind. Der Differentialausdruck, der durch 
S(y,2)=Y:, T(y., x) dargestellt wird, ist dann gleich U(y,,&®). Wenn man 
nun zu einem Systeme normaler Differentialausdrücke das reciproke System 
nimmt, so erhält man den zu dem Differentialausdrucke, der dureh 
das ursprüngliche System dargestellt wird, reciproken Differentialausdruck 
Abh. Bd. 83 No.7 .V). Das zu einem Systeme unzerlegbarer normaler 
Differentialausdrücke reciproke System besteht aus den zu den Bestand- 
theilen des ersteren reeiproken in umgekehrter Reihenfolge. Die Bestand- 
theile des letzteren Systemes sind unzerlegbare normale Ausdrücke. Die 
zu zwei ähnlichen normalen Differentialausdrücken reciproken sind ähnliche 
normale Differentialausdrücke. Die reciproken Systeme zu S, T, U werden 
durch S, T, U bezeichnet. Dann wird der Differentialausdruck, der dem 
Systeme U(y, x) gleich ist, durch das System 

4) Ts) =yı, S(yı,®) 
dargestellt. Nun kann man wieder nach dem Hiülfssatze a.) für den Diffe- 
ventialausdruck U(y, x) eine Darstellung herleiten von der Form 

5.) Ty,z)=y, S(y.,®%), 
wo $’ durch ein System unzerlegbarer normaler Differentialausdrücke gegeben 
wird, welches ähnlich ist dem System U(y, x), nachdem aus letzterem Systeme 


gewisse mit den Bestandtheilen von T als ähnliche gepaarte Bestandtheile 


herausgenommen sind. Das zu (d.) reeiproke System 
6) Sywa)=y, Tiyı,«) 
stellt nun den durch U(y, x) gegebenen Differentialausdruck dar, und hier 
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ist das System 8’ ähnlich dem Systeme U, nachdem aus diesem System die Be- 
standtheile ausgeschieden sind, die denjenigen in U entsprechen, welche denen 
in T ecorrespondiren. Aus der oben senannten zweiten Darstellung von #,, 
aus welcher bereits die früher genannten mit den Bestandtheilen von R ge- 
paarten Bestandtheile herausgenommen sind, werden nun von den übrigen 
Bestandtheilen diejenigen von derselben Stelle, wie.die in dem Systeme U 
mit den Bestandtheilen von T gepaarten ausgeschieden, so bilden die übrig- 
bleibenden ein System, welches ähnlich ist dem Systeme S’(y, x), womit der 
Satz bewiesen ist. 

Aus diesem Satze folgt nachstehender: 

In dem Systeme S(y,, x) in (1.) sollen einzelne Bestandtheile vor- 
kommen, A,, A, bis A,, a1, von denen keiner einem anderen Bestand- 
theile in dem System (1.) ähnlich ist, unter einander dürfen welche ähnlich 
sein. In einer zweiten Darstellung von #, durch ein System unzerlegbarer 
normaler Differentialausdrücke seien die den Ausdrücken A, bis A, ähnlichen 
Bestandtheile durch A, bis A, bezeichnet. Dann giebt es auch eine Dar- 
stellung von $#, von der Form (2.), wo das System unzerlegbarer normaler 
Ditferentialausdrücke S’ ähnlich ist dem System, welches dadurch aus dem 
zweiten System hergeleitet wird, dass aus diesem gewisse mit den Bestand- 
theilen von R und T als ähnliche gepaarte Ausdrücke ausgeschieden werden 
und also die Bestandtheile A, bis A, in derselben Reihenfolge, wie in dem 
sweiten Systeme, stehen bleiben. 

Wenn der Differentialausdruck F, (1.) in No. 1 durch ein System 
unzerlegbarer normaler Differentialausdrücke dargestellt ist, so haben die Be- 
standtheile, die bei einem singulären Punkte von F,„= 0 den Gruppenexpo- 
nenten r mit einem und demselben zugehörigen determinirenden Factor 
enthalten (s. No. 5), die Eigenschaft der Ausdrücke A in dem vorigen Satze, 
wo <&, gleich F, gesetzt wird; diese Bestandtheile sollen alle in dem 
Systeme S in (1.) vorkommen und in R kein Bestandtheil, der bei diesem 
Punkte r enthält. Die Differentialgleichung F, = 0 enthalte nun die Integrale 
einer Differentialgleichung F,=0, wo F, durch ein System unzerlegbarer 
normaler Differentialausdrücke gegeben wird, welches bei dem betrachteten 
singulären Punkte von F, = 0 den Gruppenexponenten r einstellig mit dem- 
selben zugehörigen determinirenden Factor enthalten soll. Dann hat F,, die 
Darstellung F,(y, 2) = Yı, faı(Yı, 2), Wo f„_, durch ein System unzerlegbarer 
normaler Ditferentialausdrücke sich darstellt. Diese Darstellung von F,, wird 





N 
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als das zweite System für $, in dem vorigen Satze genommen. Dann folgt 
aus der Darstellung des Differentialausdruckes S durch das System S’ des 
vorigen Satzes, dass in der Differentialgleichung S=0 die Integrale einer 
Differentialgleichung F2=0 enthalten sind, wo F durch ein System unzer- 
legbarer normaler Differentialausdrücke gegeben wird, welches bei dem be- 
trachteten Punkte den Gruppenexponenten r einstellig mit dem bestimmten zu- 
gehörigen determinirenden Factor enthält und dessen Bestandtheile, die r enthalten, 
mit denen in F,, die diesen Gruppenerponenten enthalten, in derselben Reihen- 
folge als ähnliche gepaart werden können. 

Dieses ist der in No. 5 III angewandte Satz. 

Il. Im Folgenden werden einige Sätze aus Abh. Bd. 83 No. 7, die 
von dem Begriff der Aehnlichkeit zweier normaler Differentialausdrücke 
oder zweier Systeme solcher Ausdrücke ausgehen, verallgemeinert. 

a.) Verallgemeinerung des Satzes Abh. Bd. 83 No. 7 IV Gl. (15. 

P.„y,z)=V und #,(y,z)=(0 seien zwei homogene lineare Diffe- 
rentialgleichungen mt°" bezüglich »te" Ordnung mit rationalen Üoetficienten 
und dem Coeffieienten der höchsten Ableitung gleich 1. deren Integrale von 
einander linearunabhängig sind. %#, sei gleich einem Systeme normaler 
Differentialausdrücke, die in unzerlegbare aufgelöst sind. Die Integrale 
beider Differentialgleichungen werden vereinigt in einer homogenen linearen 
Differentialgleichung (m+n)ter Ordnung F,,.(y,2)=0, in welcher der 
Coeffieient der höchsten Ableitung gleich 1 gesetzt ist. Erhält F,.,(y, x) 
die Form 

R) B,2)=Yy, YWlYı, 2); 
so ist w,(y,,x) durch ein System normaler Ausdrücke darstellbar, welches 
dem Systeme %,(y,x) ähnlich ist. (Abh. Bd. 83 No. 7 IV (14.)). F 
erhalte die Darstellung 

(8.) P.(yrT)=Yı, Im(Yı, €). 
Wenn nun &,=0 die Integrale einer Differentialgleichung 4er Ordnung 
F,=0 enthält, in welcher F, ein System unzerlegbarer normaler Differential- 
ausdrücke ist, so enthält auch y 
f;= 0, in welcher f, durch ein dem Systeme F, ähnliches System normaler 
Differentialausdrücke gegeben wird, und umgekehrt, enthält 9, =0 die 
Integrale einer Differentialgleichung f, = 0, in welcher f, ein System unzer- 
legbarer normaler Differentialausdrücke ist, so enthält >, = 0 die Integrale 
von F,=0, wo das System F, ähnlich f, ist. 


m+n 





— () die Integrale einer Differentialgleichung 
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Um den ersten Theil dieses Satzes zu beweisen, werden die Integrale 
von #,=0 und F,=0 in einer Differentialgleichung vereinigt, die die 
Form erhält 

(9.) r.y2)=Yı, f.(yı, 2) =. 
Dann wird f; durch ein dem Systeme F, ähnliches System gegeben nach 
7.), und die Integrale von £ = 0 erfüllen p,= 0. 
Um den zweiten Theil des Satzes zu beweisen, werde g, durch 


m 


(10.) f: (Y; ) Bun Yı, Pm—k (Yı, c) 
dargestellt. Dann sei der erste Bestandtheil in dem Systeme unzerlegbarer 
normaler Bestandtheile f; x, (y, x) und daher f; durch 


11) 2. u2)=Yı f-a(Yı, ©) 
dargestellt. Da nun in (9.) die Integrale von 


(12.) r’,(y; 2)=Yı, % (4,2) =V 


7 


enthalten sind, so folgt hieraus, dass n&,=0 die Integrale einer Diffe- 
ventialgleichung a,te" Ordnung A, (y, ©) = (0 mit rationalen Coeffieienten und 
dem Coeffiecienten der höchsten Ableitung gleich 1 enthalten sind, welche 
Integrale die Ditterentialgleichung (12.) erfüllen (Abh. Bd. 83 No. 2 II). 
Dann muss A, unzerlegbar sein, weil z, unzerlegbar ist. X, muss normal 
sein, weil die Integrale von X, =0 in der Differentialgleichung (12.) ent- 
halten sind, und das System in (12.) aus normalen Differentialausdrücken 
besteht (Abh. Bd. 83 No.7 III 2.). X, muss ähnlich 4, sein (Abh. Bd. 83 
No.‘ Ila.). Man kann der Differentialgleichung (12.) die Form geben 
13.) Ko) =, Ayı,a)=(, 
wo 7, ein dem Systeme 7, ähnliches System ist (7.). 
Nun wird &, auf die Form gebracht 
14) A,y=) =Yı, Paa, (Yı, 2). 
Dann sind die Integrale der Differentialgleichungen $,_,=0 und 7, = 0 
von einander linearunabhängig, weil sie erhalten werden, wenn man die 
m—a, Integrale von $,= 0, die von den Integralen von X, = 0 linearun- 
abhängige sind, und die Integrale von 7, = 0 in A, (y, x) einsetzt. Und diese 
Integrale sind vereinigt in der Differentialgleichung 


; - \ ws’ all ! / \ _. f EN 
(15.) V.(y; z2)=Yı, fra, (Yı, € = MN, Pm + (92, 2)=V. 


Man hat nun dasselbe Verfahren in Bezug auf &,,_, und f_, anzuwenden. 
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b.) Verallgemeinerung des Satzes Abh. Bd. 83 No.7 VII b.). Es sei 
16.) Aa =y, AhYn2)= yo. A, Ns) Yı, Fa, (Yı, © 

ein System unzerlegbarer normaler Differentialausdrücke, in dem je zwei 
Bestandtheile nicht ähnlich sind. Der reguläre Differentialausdruck in 
fü, (4; ®) sei fı, (y, x), der determinirende Faetor (2, =e*'. Die Differential- 
gleichungen [.,(Y; &) =0(b=0...!) sollen so beschaffen sein, dass jede 
einen solchen im Endlichen oder Unendliehen liegenden Punkt x = A, enthält. 
bei welehem keine Wurzel ihrer Exponentengleichung sich um eine ganze 
Zahl unterscheidet von einer Wurzel der bei diesem Punkte bestehenden Ex- 
ponentengleiehungen derjenigen übrigen Differentialgleichungen, denen in A 
determinirende Faectoren zugehören, in welchen die Glieder der in Partial- 
brüche zerlegten rationalen Functionen W,, die in diesem Punkte unendlich 
werden, übereinstimmen. Alsdann gelten die Abh. Bd. 83 No. 7 VII b.) ge- 
machten Untersuchungen, die sich auf die Durchführung der verschiedenen 
Darstellungen des Differentialausdruckes (16.) beziehen, und die darauf hin- 
auskommen, dass man die erforderlichen formellen Entwiekelungen von 
Integralen immer bei den Punkten A, vornehmen kann, und die Üoeffi- 
eienten innerhalb der Entwiekelungen eindeutig bestimmt erhält. 


1. 

Es soll in dieser und der folgenden Nummer das in Abh. Bd. 83 
gegebene Verfahren, aus einer homogenen linearen Differentialgleichung mit 
rationalen Coefficienten eine solche herzuleiten, deren Integrale jene erfüllen 
und deren Differentialausdruck ein System normaler Ausdrücke ist, verein- 
facht und das bezügliche allgemeine Verfahren dargestellt werden. In 
dieser Nummer werden folgende Untersuchungen aus Abh. Bd. 83 vereinfacht 
und weiter erörtert: in ]J. der Beweis des Satzes über die Vereinigung der 
Integrale zweier homogener linearer Differentialgleichungen in einer solehen 
Ditferentialgleichung (1. e. No. 2); in II. das Verfahren, aus einer homogenen 
linearen Differentialgleichung mit rationalen Coefficienten eine solche mit 
nur regulären Integralen, die in der ersten enthalten sind, herzuleiten 
(l. e. No.5); in III. das Verfahren, aus einer homogenen linearen Differential- 
gleichung mit rationalen Üoefficienten den determinirenden Faetor in einer 
Differentialgleichung mit normalem Differentialausdrucke, deren Integrale 
in jener enthalten sind, zu bilden (l. e. No. 6). 


20* 
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I. Vereinfachung des Beweises des in Abh. Bd. 83 No. 2 I. gege- 
benen Satzes, der sich auf die Vereinigung der Integrale zweier homogener 
linearer Difterentialgleichungen „mter und „te Ordnung P,(y,z)=0 und 


Y,(y,2)=0, deren Integrale von einander linearunabhängig sind, in einer 
homogenen linearen Differentialgleichung (m-+n)!er Ordnung F,,,.(y, x) = 0 
bezieht. Der Coeffieient der höchsten Ableitung n $B,=0, #,=0, F,,.= 0 
ist gleich i gesetzt. Es werden in 2,„(y,x2) =s nlinearunabhängige Inte- 
srale von P,=0 eingesetzt, so erhält man » linearunabhängige Werthe s, 
bis s,, welche eine homogene lineare Differentialgleichung »te Ordnung 

‚\s,x2) = 0 erfüllen, die aufzusuchen ist. Dann ist &,(y, 2) =s, w,(s, €) = (0) 
Ir BE Differentialgleichung. In 2,(y, x) =s werden die Differential- 
quotienten von höherer als der (a—1)ter Ordnung vermittelst der Differential- 
gleichung #,(y, 2) =0 durch solche der (a—1)te? Ordnung und niedrigerer 
Ordnungen ausgedrückt; dadurch gehe &,(y, 2) =s über in 


d"Iy d"=? y 
(1.) 0, der! I +0Q,- dx n—? +: .+Q9,y = 


wo die Grössen Q nicht alle gleich Null sein können. Differentiirt man 
die Gleichung (1.) und redueirt die Ordnung vermittelst der Differential- 
sleichung 7, = 0 und wendet man dieses Verfahren successive »-mal an, 
so erhält man 

2.) 0 
Aus dem Systeme der Gleichungen (1.) und (2.) geht durch Elimination 
ee i rn ' ’ 

Bi die Differentialgleichung hervor: 

da" 


0, 0, a: s 


ae d"=?y ds 


ar +9" er aa +0. y a=1l...n). 


— den 


der Grössen y bis 


I 
l 


ds 
IR 2 er DEE 
D) s FR 
| 2 j drs 
(r) (nr) (n) 
eo... 


welcher die Grössen s, bis s, genügen. Dividirt man durch den Üoeffi- 


ejenten von - in (3.), nämlich die Determinante &+ 0, 0%”... 0%”, welche 
nicht identisch Null ist, so erhält man die gesuchte Differentialgleichung 
w,.(s,@) = 0. Dass die Determinante F+0,0%...07""’ nicht identisch 
Null ist, ergiebt sich daraus, dass, wenn dieselbe in einem Gebiete von 
r Null wäre, sich Grössen 4, »is 4,, die nicht alle gleich Null sind, 
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aus Unterdeterminanten der Determinante durch Addition und Subtraction 
bilden lassen würden, welche das Gleichungssystem 

4) 0 +ROD ++, T=0 (a=1...n 
befriedigen. Multiplieirt man dann die Gleichung (1.) und die »—1 ersten 
(2.) bezüglich mit 4, bis A, und addirt, so würde sich die Differential- 
oleichung (a — 1)!" Ordnung ergeben 


d"-1s 2 d"-?s 


(.) a rast te eV 


dx 
mit Coeffieienten, die nicht alle verschwinden, und dieser Differentialgleichung 
müssten die z» linearunabhängigen Grössen s, bis s, genügen, was nicht 
angeht. (Vgl. Abh. Bd. 75 No. 2 (2.), Bd. 87 No. 7 III b.). 

II. Vereinfachung des in Abh. Bd. 83 No. 5 entwickelten Verfahrens, 
die Aufgabe zu lösen: Wenn eine homogene lineare Differentialgleichung 
mit rationalen Coefficienten F,,(y, ©) = 0 mter Ordnung vorliegt, in welcher 
der grösste charakteristische Index kleiner als m ist, wo 

m—1 
te Hp 


l dr" - 


(6.) F,„(y; z)= y +p 


de" 


sei, so soll untersucht werden, ob sich F,(y, x) unter der Form 

(7.) F (9,2) =s, fı(e,®), 
wo F,„_,(y, x) ein regulärer Differentialausdruck (m — k)te" Ordnung ist, dar- 
stellen lässt. Es sei 


(8 ) F / . re dr X 1 (K) ee WERE „® 
: m—k\Y 5 / da" k Pı dem —k—1 7 P mn xy 
und 

ds d*-1s 

(9.) fx (S; x) == An rg rt Vz 


die Coefficienten g müssen dann rational sein. Die singulären Punkte der 
Differentialgleichung F,= 0 im Endlichen seien a, bis a,. Wenn die Diffe- 
rentialgleichung F,_,= 0 im Endlichen noch andere singuläre Punkte be- 
sitzt, so seien diese a,,, bis a,,,, dieselben sind für F,„_, = 0 ausserwesent- 
lich singuläre. Nun ist 
0) er 
1 


TC—d, “Hl C—4d, | 


, wg . r . n a 
wo @(a=x-+l1, ... 244) eine negative ganze Zahl ist, und wo 3 - ge 
l a 


wegfällt, wenn F,=0 im Endlichen keinen singulären Punkt besitzt, 
































Thome, zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 


+4 Oı 


> wegfällt, wenn F,_,=0 im Endlichen keine neuen singulären 
“+1 C—G, 


Punkte hat. Die möglichen Werthe der Coeffieienten «, (a=1...z) er- 
eben sich in endlicher Anzahl nach den Abh. Bd. 83 No. 5 gegebenen 
Vorschriften und werden mittels je m—%4 Wurzeln der Exponentenglei- 


3 ' i »+. A dlorD(x) 
chungen von F„=0 bei a,(a=1...z) bestimmt. 3° —— ist = — — ee} 
j »+1 24, dx 


wo $(z) eine ganze rationale Funetion von x ist, deren Grad und deren 
Coeffieienten nach den dort gemachten Angaben ermittelt werden. 

Die Vereinfachung, die hier angebracht wird, besteht nun darin, dass 
man die weitere Untersuchung durchführen kann, ohne vorher die Wurzeln 
der Gleichung P(z) = 0 aufzusuchen. 

Wenn man durch den grössten gemeinschaftlichen Factor der Polynome 
dP(x) 


b(x\ und 
| dx 


das Polynom #(x) theilt, so erhält man ein Polynom 


X\T), WO 


u. x, — =—4,,ı °C—G,2,..(C—-G,,; ’ 


Es werde ferner 


T—4,)...(2 —q,) 


4 


(12.) p(2) = (2-a) 
gesetzt. Nun muss jeder Coeffieient p’ (b=1...m— k) die Form haben 
u, | WE) 

13) = 

dr) 
wo v,(x) eine ganze rationale Function von einem Grade — (2+4—1)b. 
Um nun vw, (az) für b=2,...m—k zu bestimmen, wird nach den Vorschriften 
von Abh. Bd. 83 No.5 bei einem singulären Punkte der ursprünglichen 
Ditterentialgleichung F,=0 aus dieser die formelle Entwickelung der Inte- 
orale von F,_,=0 entnommen und, wenn dieser Punkt A ist, mittels derselben 


(k) 


die formelle Entwiekelung von pj? nach aufsteigenden Potenzen von 2— A 


vebildet; diese beginnt mit Nun wird aus (13.) die Gleichung 


C_% 
(A) 
14.) pP fpy(A+z—A)y(A+z-A] = wm(A+r—A 


hergeleitet, und aus dieser die ganze rationale Function von 2— A bis zur 

Potenz \w— A)” "*, die auf der linken Seite steht, entnommen; dieselbe 

muss gleich v,(@) sein. Hierzu müssen in der formellen Entwiekelung 
1 


die (2+4—1)b+1 ersten Glieder von Gay an gerechnet bekannt 
— 


} 


von PS 
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sein. Wird die formelle Entwickelung von pf’ bei a=r", t=(0 vorge- 
nommen, so werde 
F„(9, 2) = (-E)"Fn(yD, Farly, 2) = (-)"F,_,(, 

sesetzt, die Coeffiecienten in F, durch p,, in F,_, durch pl’ bezeichnet. 
Die Integrale von F,(y, D=0 erfüllen die Differentialgleichung F/(y, =, 
und es ist nun aus letzterer Differentialgleichung die formelle Entwiekelung 
der Coefficienten p{”’' herzuleiten. Aus diesen erhält man die formelle Ent- 
wiekelung von £’p{®(t”'), welches eine homogene lineare Function von 
p®' (e=0...b,p5”' =1) mit numerischen Coefficienten ist. Dann leitet 
man aus Gleichung (13.) her 


(15.) IP) pir)yit 1) g(r+Ay]b — y,(ir}) ger/-D® 


und erhält aus der ganzen rationalen Function von £, die bis zur Potenz 
(+7 geht, auf der linken Seite die Function w, (I), Hierzu 


(k)F 


müssen in der formellen Entwickelung von p!®’ die (2+2—-1)b+1 ersten 


er 1 
Glieder von —, an gerechnet bekannt sein. 


Es genügt, die Coeffieienten p” (b=1...k) auf die angegebene 
Weise zu bestimmen. Alsdann werden aus dem Gleichungssysteme zwischen 
den Grössen p, p“’ und g, welches man aus der für jede Function y gel- 
tenden Gleichung F,(y, x) = fi (F,. ;(y, x), x) herleitet, zuerst die Grössen 
g, hierauf die übrigen Grössen p£’ (b=k+1l...m—k) eindeutig bestimmt, und 
nun ist nothwendig und hinreichend, dass auch die übrigen Gleichungen 
dieses Systemes durch die gefundenen Grössen p'” und g erfüllt sind, damit 
F, durch das System (7.) dargestellt wird, so dass F,_, regulär ist, wie in 
Abh. Bd. 83 No. 5 p. 110 angegeben. 

Man kann also die Ausdrücke F,_, und f, aufstellen und die Bedin- 





gungen, ob das System ((.) F, darstellt und F,_, regulär ist, prüfen, ohne 
dass die Wurzeln der Gleichung P(x) = U bekannt sind. 

Dieser Umstand ist für die Auflösung eines homogenen linearen 
Differentialausdruckes mit rationalen Coeffieienten in ein System normaler 
Differentialausdrücke von Wichtigkeit und wird zu diesem Zwecke in No. 8 
weiter verwandt werden. 

Ill. F,(y,x) sei ein homogener linearer Differentialausdruck mter 
Ordnung mit beliebigen rationalen Üoefficienten und dem Üoefficienten der 


höchsten Ableitung gleich 1, so beschaffen, dass in der Differentialgleichung 
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F,=(0 der grösste charakteristische Index grösser als Null ist. Wenn 
untersucht werden soll, ob F,„=0 die Integrale einer Differentialgleichung 
enthält, in welcher ein normaler Differentialausdruck gleich Null gesetzt 
ist, dessen determinirender Factor von 1 verschieden ist, so ist zunächst 
zu ermitteln, ob und welche rationale Funetion W es giebt, so dass in 
e"F,(e"y,x)=(0 der grösste charakteristische Index kleiner als m wird. 
Und hierzu ist zu untersuchen, ob und welche Ausdrücke von der Form 


ni 


5 c_,(x-—-a) * bei einem singulären Punkte ze=a in F„=0, bei welchem 


l 

der charakteristische Index grösser als Null ist, vorhanden sind, so dass in 
e”" F,(e”y,x2)=(0 der charakteristische Index bei z=a kleiner als m wird. 
Entsprechend bei 2=x durch die Substitution e=t1"', wenn bei t=0 der cha- 
rakteristische Index grösser als Null ist. Das Verfahren, diese Grössen w 
zu bestimmen, ist in Abh. Bd. 83 No.6 im Anschlusse an Abh. Bd. 76 No. 6 
entwickelt. Ueber dieses Verfahren werden hier Untersuchungen angestellt 
zu dem Zwecke, wenn F,„=0 die Integrale einer Differentialgleichung 
ge- 
setzt ist, die in einem Kreise um 2 =a sich wie die bei 2=a normalen 


enthält, in der ein System von Differentialausdrücken gleich Null 


Ditferentialausdrücke (No. 5 la.)) verhalten, alsdann alle Grössen ® in 
—() 
zu bestimmen und zu zeigen, dass die Ermittelung der Grössen » von der 


den determinirenden Faectoren der Bestandtheile unmittelbar aus F 


ın 


Form FZc_,(@-a)”" und der Eigenschaft, dass in e””F,(e"y,z)=0 der 
1 
charakteristische Index bei x = a kleiner als m wird, meist auf keine alge- 
braischen Schwierigkeiten führt. 
a.) Der Differentialausdruck F,(y, x) sei durch das System dargestellt 
(16) P,yx = s, (ıl(s, x). 


P, ist ein Differentialausdruck er Ordnung, für z=0 gleich y, für z>0 





gleich dem Systeme 


11) MH) -Y, HYsT)=Yy, -:: 9,49 €), 


wo 
(18.) 9x) = e'g,(e 'y®), 
0. gleich Null oder von der Form > ‚(@—a) *, 9,(y z)=0 eine homo- 


gene lineare Ditferentialgleichung a.‘ Ordnung, deren Coeffieienten in einem 
Kreise um == a als Mittelpunkt, abgesehen von diesem Punkte, einwerthige 
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und stetige analytische Funectionen und für e=a in endlicher Ordnung un- 
endlich sind, bei welcher der Coeffieient der höchsten Ableitung gleich 1, der 
charakteristische Index bei z=a gleich Null ist. Ein Differentialausdruck 
g,, von der Form (18.) nimmt eine solche Form nur auf eine Weise an. 
was wie in No. 5 I. bewiesen wird; e' heisse der determinirende Factor in 
diesem Ausdrucke. 0; ist ein homogener linearer Differentialausdruck A 





Ordnung für A=0 gleich s; für 4 > 0 seien die Coeffieienten in demselben 
in einem Kreise um z=a als Mittelpunkt, abgesehen von diesem Punkte. 
einwerthig und stetig und für 2=«a in endlicher Ordnung unendlich, der 
Coeffieient der höchsten Ableitung gleich 1, und in Q,=0 seien nicht mehr 
die Integrale einer Differentialgleichung g, = 0, wo g, von der Form (18.) 
ist, enthalten. 

Die Integrale von 9%, —=() sind unter der Form No. 1 (7.) (8.), die 
Integrale von g, = 0 unter der Form No. 1 (9.) (10.) darstellbar: hieraus 
folgt (Abh. Bd. 76 No. 1, 2 oder Abh. Bd. 83 No. 7 V. (20.)), dass g, (y, x 
durch das System ausgedrückt wird 


s dy dy, dya.- I 
19.) — trI9=95 7 tRyı=yn --- 


+gq,% 
d.ır la. Ya, 
Wo 


U 


ae dy (de | w 
(20.) e. +qy = ee" ( I T%e y) 


ist, q, in einem Kreise um 2 = a, abgesehen vom Mittelpunkte. einwerthig 
und stetig und für e=a der charakteristische Index in > +99 =0 gleich 
Null. Daher wird P,(y, x) durch ein System von der Form 

@1l) 9 D)=Yy, YoaYı SD) =Yyr, -:. YolYa-ı, © 
dargestellt, worin 


FEN w de #; er 
(22.) Yan e wi y + 9.0) € @y), 


dx 
©.) gleich Null oder von der Form 3 c_,(2—-a)”°, q., in einem Kreise 
1 
um 2=a als Mittelpunkt, abgesehen von diesem Punkte, einwerthig und 
stetig, In 12 + 409 =0 bei z=a der charakteristische Index gleich Null ist. 


Nun ist in Abh. Bd. 76 No.5 Satz II mittels der Ausdrücke der 
5 


Integrale von P,=0 unter der Form No. 1 (11.), (12.) gezeigt worden, 
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wenn eine Darstellung von F,(y, x) unter der Form 


(23.) Pr (Y; ) un. s', dr $, LT, 


besteht. wo p, ein System von der Art (21.) ist, g,. ein Differentialausdruck 
von der Art von Q,(y, x), so dass in g,=0 nicht mehr die Integrale einer 
Ditferentialgleichung g,, = 0 enthalten sind, wo g, die Form (18.) hat, dass 
alsdann p, mit P, und daher g;. mit Q, übereinstimmt. Dasselbe kann man 
mittels des in Abh. Bd. 83 No. 4 bei einem Systeme normaler Differential- 
ausdrücke angewandten Verfahrens zeigen, indem man dieses Verfahren 


\ 


bei der Differentialgleichung F,„(y, x) = 0, worin F,„ durch das System (16.). 
P, durch das System (21.) ersetzt ist, gebraucht. Zu dem Zwecke kommt 
der Satz in Anwendung, dass, wenn man die linearunabhängigen Integrale 
zweier Differentialgleichungen P,(y,z)=0 und F,Wy,z)=0,. wo &, und 
P, die Form /22.) haben, in einer homogenen linearen Differentialgleichung 
vereinigt, diese die Form erhält (vgl. I in dieser Nummer 

DIR $,(y,z)=s, w(s,2)=0, 
| P, Y; iu 8, Fi 8, 2)=U, 
wo v, und g, von der Form (22.), und w, ähnlich ist #,. g, ähnlich #.. 
indem zwei Ausdrücke der Form (22.) ähnlich genannt werden, wenn die 
determinirenden Faetoren übereinstimmen und die Wurzel der Exponenten- 


en e A : i 
_ tqgy=0 bei dem einen Ausdruck sich von der Wurzel 
UTC 

der Exponentengleichung bei dem anderen Ausdrucke nur um eine ganze 


eleichung von 


Zahl unterscheidet. Zwei Systeme von Differentialausdrücken der Form 22. 
heissen ähnlich, wenn sie gleichviele Bestandtheile enthalten, und die Be- 
standtheile von derselben Stelle in beiden ähnlich sind. Nun ergiebt sich 
nach dem Verfahren Abh. Bd. 83 No. 4: Wenn F„=0 ein Integral enthält. 
welches eine Differentialgleichung 7 = 0, wo y von der Form (22.) ist, er- 
füllt, so ist P, durch ein System wie (21.) darstellbar, an dessen Spitze 
der obengenannte Differentialausdruck steht, und die übrigen Bestandtheile 
bilden ein System, welches dem System (21.) ähnlich ist, nachdem aus 
diesem ein gewisser, 7 ähnlicher Bestandtheil herausgenommen ist. Und 
hieraus folgt weiter, wenn F,(y, x) eine Darstellung von der Beschaffenheit 
25. hat, so enthält das System p,, eben so viele Bestandtheile wie P, und 
die Bestandtheile dieser beiden Systeme können so gepaart werden, dass 


in demselben Paare ähnliche Ausdrücke stehen. 





A 








Re 
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u 


Setzt man e "F,(e‘y, x), so wird dieser Ausdruck dargestellt durch 
je "gu (e 'y,z)=Yı, e 'gule yun@)=yn ...e 'g,le'ys,2w)=$), 


(25.) | u. 


e ‘O,(e's,x), 
und da in g,(y, €) = 0 der charakteristische Index gleich Null, so wird der 


charakteristische Index in e "F,(e‘y,x)=0 kleiner als m. 


Unter den Grössen w von der Form 3 c_, 2 — a)”, die bewirken, dass 
1 


ine" F,(e'y,xz)=0 der charakteristische Index kleiner als m wird, befinden 
sich also die Grössen w,, die in den determinirenden Factoren der Bestand- 
theile des Systemes (21.) von P, vorkommen. 


b.) Wenn nun die Grössen w von der Form $c_,2-—a * so be- 
1 


stimmt werden sollen, dass in e" F,(e”y, x) = 0 der charakteristische Index 


bei = a kleiner als m wird, so muss in F,= 0 der charakteristische Index 
h grösser als Null sein, und man hat nach Abh. Bd. 83 No. 6 in folgender 


..: - u dw e . 
Weise zu verfahren. Von der Grösse 5 wird zunächst das Anfangs- 


glied —n c_„(e—- a)" dadurch bestimmt, dass die Werthe desselben aus 
den Grössen o(2— a)" hervorgehen, die so beschaffen sind, dass, wenn 
man eine solche Grösse für z in den Ausdruck 

(26.) z2’+pmz2""+.-+p, 
a”y 


einsetzt, wo p, der Üoefficient von 2 


in F,,(y, x) ist, und nun die höchste 
Potenz von (e—a)”' nimmt, die in den Entwiekelungen nach Potenzen von 
z—a der +1 Summanden von (26.) 3’, pı='"" bis p, vorkommt, diese 
Potenz aus dem Gesammtausdrucke (26.) ausfällt. Wie die Werthe des 
Exponenten »+1 in diesen Grössen o (2—a)""*" zu finden sind, ist in Abh. 
3d. 83 No.6 im Anschluss an Abh. Bd. 76 No. 6 angegeben: dieselben 
werden aus den Ordnungszahlen, in denen p,(a=1,...h) für e=a unend- 
lich wird, hergeleitet. Die Werthe der Coeffieienten o, die zu einem 
Werthe von »-+1 gehören, werden durch die Wurzeln einer daselbst 
angegebenen algebraischen Gleichung geliefert, deren Gleichungspolynom 
mittels Constanten aus den Entwickelungen der Grössen p, bis p, nach Po- 
tenzen von c—a dargestellt wird; diese Gleichung ist Coeffcientengleichung 
genannt worden. Die sämmtlichen Grössen o(2—a)""*", in welchen für 
n+1 alle durch die bei (26.) angegebene Bedingung bestimmten Werthe 
21* 
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auftreten, und bei demselben Werthe von +1 für o alle Wurzeln der zu- 
sehörigen Üoefficientengleichung vorkommen, sind die Hauptpotenzen von 
F,(y,2)= 0 beie=«a genannt worden. Ihre Anzahl ist höchstens gleich A. 

Ist o eine einfache Wurzel der Coefficientengleichung bei einem 
Kxponenten a+1, so werden alle folgenden Coefficienten in z durch alge- 
braische Gleichungen ersten Grades eindeutig bestimmt, und der charakte- 
ristische Index in e””F,„(e”y,2)=0 wird gleich m—1. Ist o eine o-fache 
Wurze! der Coeffieientengleichung, so werden die weiteren Coefficienten in 
vo in folgender Weise ermittelt. Es wird mit dem gefundenen Werthe 


— > he n(z—a)" © C_n(x-a)” > 
ce_, 2 —a)”" gebildet e F,„(e y,2 xz)=F‘’(y, x). Dann sind 
lie Grössen we": -2e (z—a)"", wo n den gegebenen Werth hat, e_,._ı, 


Y . i > „lt In / sh I) \ . 
auch Null sein Fa zu BE so dass In e FÜ’(e" y,2)=0 bei 


2=.a der charakteristische Index kleiner als m wird. Um e_.„_ı, zu erhalten, 
ist zuzusehen, ob es Hauptpotenzen aus F)’(y,2)=0 giebt, in denen der 


Kxponent von (2—a)” gleich oder kleiner als » ist. Im ersten Falle ergiebt 
sich e_,„_„n von Null verschieden, im zweiten Falle können die Coefficienten 
ce ,(a=n—1,...v) gleich Null gesetzt werden. Ist in Fi’ (y, x) = 0 bereits 


der einlssieilih e Index kleiner als m, so können alle Coefficienten e 


— 

(a=r—1,...1) in »' gleich Null gesetzt werden. Der charakteristische 

Index in FÜ’ (y, x) = 0 kann nieht kleiner als m— eo sein; denn der Coefficient 
de: . a - . . . ve. . . 

von —, ’» in F®=0 wird in einer Ordnung für e=a unendlich, die 
2 


j ke Lara deriy . ' i 
(m—o)(n-+1) ist, und der Coeffieient von air in einer Ordnung, die 
um wenigstens b(»2-+1) niedriger ist, als die Ordnung, in welcher der 


gs» . !: . . . 
C'oefficient von = unendlich wird, was in Abh. Bd. 83 p. 120, 121 be- 
dr! 


wiesen ist und RR beruht, dass, wenn das Polynom (26.) durch f(z) 


bezeiehnet wird, aus -_ 1) für 3= —ne_„(e—a)""*" die höchste Po- 
. de z" de gm uni 
tenz von (2—a)"', die in den Summanden —, Pı =, ete. vorkommt, 
nicht ausfällt. Der eharakteristische Index in FÜ = 0 sei m—r. Die Anzahl 
der Wurzeln der Exponentengleichung von FÜ’ =0 ist z (0). Um aus 
F‘’ = die Hauptpotenzen, in denen der Exponent von (2 —a)” gleich oder 
m—iü 
kleiner als » ist, zu erhalten, hat man, wenn der Coefficient von — 


in FÜ) dureh p\? bezeichnet wird, die Hauptpotenzen aus dem Ausdrucke 
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m—Tt—1 da) 


om \ m—T N 
(27.) 20) + pi 2 Het pl 


mit dem Exponenten n aufzustellen. Aus den vorhin gemachten Angaben 
(1) 


iber die Ordnungen, in welchen p{” bis pf), für e=a«a unendlich werden, 


v 


folgt nun: wenn man 3 = o(r—a) vn Setzt. so kommen in den 


4 (1ym—Tr— (m 0 


r 1) ‚ £ 
bis p 12 niedrigere Potenzen 


m [ 


Summanden von (27.) 2” 


—7T (m—p) 


von (e-—a)"' vor als in dem Summanden p\) „3 Die höchste 


Potenz von (e—a) ', die sich nach Substitution von 2’ = o(z-—a) ’, vn, 
aus den Summanden von (27.) ergiebt, kommt also nur in den Summanden 


des Ausdruckes 


< m—T (m—o) (m=Tt—(m—o u, 
(28.) Ben z() { +p\ | U Fr +pll. 


M— 0 


vor. Und damit dieselbe aus letzterem Ausdrucke ausfällt, ist nothwendig 
und hinreichend, dass die höchste Potenz von (zr--a) ', die in den Sum- 
manden des Ausdruckes 


(1) (1) 
57 ) 
ne=t |, Pm-g+i „yet, 5 Paz 
(29) TH RTL 
Pm-e } dd | 


vorkommt, aus dem Gesammtausdrucke (29.) ausfällt, in welehem Ausdrucke 
ER his Mr. 
pp‘ IS p\!) 


gleich e—r ist. Es gehen also die Hauptpotenzen von FÜ’ =0, in denen 


der eharakteristische Index des Coefficientensystems 1, 


der Exponent von (e—a)' gleich oder kleiner als » ist, aus dem Aus- 
drucke (29.) hervor, und dieser Ausdruck hat überhaupt höchstens o— ı Haupt- 
potenzen. Ist also 7 >>0, so kann man e ,(a=n-—l1,...1) gleich Null 
setzen. Es sei ferner eine Hauptpotenz von F)’=0 mit dem Exponenten 
v—n vorhanden. Im Falle v»<n kann e_,(a=r-—1,...v) gleich Null 
gesetzt werden. Man erhält nun den Coeffieienten e_,„_., v —n) in w, 
und hat dann weiter, um die folgenden Coeffieienten in © zu finden, mittels 
der Hauptpotenz —c_,_n(z-—a)” auf FÜ =0 dasselbe Verfahren anzu- 
wenden, welches auf F,=0 angewandt worden ist. 

‘s ergiebt sich schliesslich in Bezug auf den Fall einer o-fachen 
Wurzel —nc_, einer Coeffieientengleichung von F,(y, 2) =0: Wenn man 
die mit e_,(2—a)" beginnenden Grössen », die unter einander verschieden 
sind, nimmt und mit jeder derselben e"F,(e”y,z)=0 bildet, und die 
Anzahl der Wurzeln der Exponentengleichungen bei 2=a, die den ver- 


schiedenen w entsprechen, aufstellt, so ist diese Anzahl höchstens o. 
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Nimmt man nun die Anzahl der Wurzeln der Exponentengleichungen 
bei z=a, die den sämmtlichen Grössen w in e””F,(e”y, x) = 0 entsprechen, 
so ist diese Zahl höchstens gleich der Anzahl der Hauptpotenzen von F,„= 


m 


bei z=.u. 

Wenn von den Coefficienten p, in F,(y, x) vorausgesetzt wird, dass 
diese in einem Kreise um z=a als Mittelpunkt, abgesehen von diesem 
Punkte, einwerthig und stetig sind und für = a in endlicher Ordnung unendlich 


werden, so bleibt das vorstehende Verfahren, die Grössen w = &c_,(2—-a)‘ 
1 


zu bestimmen, so dass in e””F,(e”y,x)=(0 der charakteristische Index 
kleiner als m wird, und es werden dieselben Benennungen angewandt. 

c.) Um nun für den Fall, dass der Differentialausdruck F,(y, &) 
durch das System (16.) dargestellt ist, die Grössen ® weiter zu untersuchen, 
wird der in Abh. Bd. 83 No. 6 III bewiesene Satz angewandt, der dort bei 
rationalen Coeffiecienten der Differentialausdrücke gegeben ist, aber in der- 
selben Weise bewiesen wird, wenn die Coefficienten in einem Kreise um 
x =a, abgesehen von diesem Punkte, einwerthig und stetig sind und für 
x=a in endlieher Ordnung unendlich werden. Wenn F,_,(y, 2) ein ho- 
mogener linearer Differentialausdruck (m — k)ter Ordnung, f;(s, ©) ein solcher 
ktet Ordnung ist, der Coeffieient der höchsten Ableitung in beiden gleich 1 
ist, und der Differentialausdruck F,(y, x) durch das System 


(30) Fax) =s, fı(s &) 


dargestellt wird, so sind die Hauptpotenzen von F,_, und die von f, bei z=u 
zusammen die von F„. Ein Ausdruck g,(y, ©) von der Form (18.) hat a, 


einander gleiche Hauptpotenzen, nämlich die Potenz von (c—a)"' mit dem 


| a4 dw 
höchsten Exponenten und zugehörigen Coefficienten aus — 


Der Differentialausdruck F,,(y, x) habe nun die Darstellung (16.), wo 
P,(y,«) durch das System (17.) gegeben ist. Es werde vorausgesetzt, Q; (s, x) 
enthalte keine Hauptpotenz bei e=a. Dann ergeben sich nach dem vorhin 


angeführten Satze die Hauptpotenzen von F,(y, x) aus den Hauptpotenzen 


. . .. d ’c . .. 
von 9, e=0,...N), es tritt also aus jeder der Grössen Fr die höchste 


Potenz von (e—a)"' a,-mal auf. Entnimmt man nun aus einem w, die 
höchste Potenz von (e—a) ' e_,(2—a) " und bildet 


n(2—a)" 


-: 7 7 Enlama)" 
e F„(e y‚2) = Fi’(y, ®), 
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so enthält 


—Cc_ (c—a ar ( „(2-a)" ’ 
er Que" 2) = Ole, 2) 


keine Hauptpotenz mit dem Exponenten von (e—a) gleich oder kleiner 
als n. Der charakteristische Index in Q’=0 ist 4. Denn wenn 0, keine 
Hauptpotenz enthält oder nur solche enthielte, in denen der Exponent 
von (e—a)' grösser als »+1 ist, und in 0%” die Coeffieienten durch 
q” bis 4’ bezeichnet werden, so wird nach Abh. Bd. 83 No. 6 (9.) (vgl. 

(1) 


Abh. Bd. 76 p. 294) g‘ in einer Ordnung unendlich — (»a+1)4, und g!, 
in einer Ordnung, die um wenigstens (a-+1)b niedriger ist, als die von g\. 


Der eharakteristische Index in 0" = 0 wird daher 4, und es kann sich aus 
(31.) 2 tg’ a ++ 


keine Hauptpotenz mit einem Exponenten von (2 —a)”', der — nr ist, er- 
veben. Da der charakteristische Index in 0” =0 gleich A ist, so muss, 
wenn derselbe in F„=0 kleiner als m ist, in wenigstens einem Bestand- 
theille von P, w—c_,(z—-a)"=0 sein. Und da 0)” keine Hauptpotenzen 


1 


mit dem Exponenten von (ze—-a)”', der —r ist, enthält, so müssen diese 


Hauptpotenzen bei F/)’ nach dem bei (30.) angegebenen Satze aus den Be- 


standtheilen von Pf’ sich ergeben. Indem man nun das in b.) angegebene 


— _ 


allgemeine Verfahren zur Herleitung der « von der Form & c_,(@—a 
1 


und der Eigenschaft, dass in e””F,(e”y,2)= 0 der eharakteristische Index 
kleiner als m wird, anwendet, ergiebt sich, wenn in (16.) O,(s, x) keine 
Hauptpotenz enthält, dass dieses Verfahren gerade suecessive die einzelnen 
Summanden der in den Bestandtheilen von P,(y, x) vorkommenden Grössen w, 
liefert. 

Wenn eine Coeffieientengleichung mehrfache Wurzeln enthält, so kann 
man nach bekannten Regeln der Algebra aus dem Gleichungspolynom die- 
jenigen Polynome herleiten, von denen jedes unter einander verschiedene 
lineare Factoren enthält, und von denen das einzelne Polynom die linearen 
Faetoren, die in dem ursprünglichen Gleichungspolynom gleich vielfach 
vorkommen, umfasst. Kommt nun bei denjenigen Grössen w, in P, die von 


div, 


einander verschieden sind, in den —, ein Werth des Exponenten n+1 der 


.. e ' dw u an ' 
höchsten Potenzen nur in einem - 7, vor, so enthält die Coefficientenglei- 
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chung von F,„, die zu diesem Exponenten gehört, nur gleiche Wurzeln. 
Zur Bestimmung des Werthes derselben ist also eine Gleichung ersten Grades 
aufzustellen. Kommt derselbe Exponent +1 der höchsten Potenzen in 


. dw, 5 a ; i . 
zwei ,, vor, so erhält man zur Bestimmung der Coeffieienten o diese 


Hauptpotenzen höchstens eine Gleichung zweiten Grades, u. s w. Wem 
ferner bei einem Werthe des Exponenten »-+1 einer oder mehrerer höchster 


ID. 


» * ( [2 rv u .Ö» * [7 . 
Potenzen in den 7, ein Werth des Coefficienten o= —»c_, nur in einem 
div, . a 

; vorkommt, wo w, durch w, bezeichnet sei, und man nun 

dX 


= n(z-a)" ’ , na)" 
e N F,(e Y, T) == F\’y, ) 
bildet. so kommt in 


es (x - 0) Mn (za) 
n n 
P,(e 


e y,x) = Pi’ 
eine Hauptpotenz mit einem Exponenten, der — nr ist, höchstens aus 
dır, rw i ie a . 
—_ tRe_,(0—-a +) vor, die Coeffieientengleichung von F\) zu dieser 


Hauptpotenz enthält gleiche Wurzeln; ebenso ist es bei den weiteren Re- 
ductionen, bis der charakteristische Index sich kleiner als m ergiebt. Daher 
werden die Üoeffiecienten ce_,(a=nr-1l,...1) in w,—c_,(2—-a)”" durch 
Gleichungen ersten Grades bestimmt, oder es werden einzelne gleich Null. 
Kommt bei einem und demselben Werthe des Exponenten »+1 mehrerer 


.. . Y { a» . . . d D. 
höchsten Potenzen ein Werth der Coefficienten o dieser Potenzen in a 
div, . ’ 
und j„ vor, 80 werden aus den Bestandtheilen von PW, welche w, und 

dc 


w, enthalten, successive die übrigen Coeffieienten in w, und w, ermittelt. 
Die folgenden Coeffieienten in w, und w, werden, solange sie gleich sind, 
durch Gleichungen ersten Grades, die ersten von einander verschiedenen dureh 
zwei Gleichungen ersten Grades oder eine Gleichung zweiten Grades, die hier- 
auf folgenden wieder durch Gleichungen ersten Grades bestimmt, oder einzelne 
Uoettieienten werden gleich Null. Entsprechend ist es in anderen Fällen. 
Man ersieht aus dem Vorstehenden, dass die Aufsuchung der Grössen w von der 


— ! 


Form FE c_,(2—a)*, so dass in e” F,(e 
l 


'y,2)=0 der charakteristische Index 


—(ı 


kleiner als m wird, meistens auf keine algebraischen Schwierigkeiten führt. 
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8. 

Es wird nun das allgemeine Verfahren entwickelt, aus einer homogenen 
linearen Differentialgleichung mer Ordnung F,(y, x) =(0 mit rationalen 
Coeffieienten den Differentialausdruck möglichst hoher Ordnung herzuleiten, 
der durch ein System normaler Differentialausdrücke darstellbar ist, und 
gleich Null gesetzt eine Differentialgleichung liefert, deren Integrale in 
',=(0 enthalten sind. 

a.) Der Differentialausdruck F,(y, x) sei durch das System 

(1) FRouy,ea)>e lee) 
dargestellt, wo F,„_, ein homogener linearer Differentialausdruck (m — k)ter, 
f, ein soleher Ater Ordnung mit rationalen Coeffieienten und dem Üoeffieienten 
der höchsten Ableitung gleich 1 ist, so folgt daraus, dass e "F,(e”y, x 
gleich ist: . de ee 
(2. —rrhya)or, E’hle’r,e), 


wo w gleich Null oder von der Form ze ‚(2—a)” se. Die Wurzeln 
der Exponentengleichung bei e=a von e"”F,_,(e"y,2)=0 in der Anzahl 
— 0, und die Wurzeln der Exponentengleichung von e””f,(e"s,2)=0 in 
der Anzahl — 0, nachdem zu letzteren eine ganze Zahl, die grösste der zu 
den Coefficienten von e” F,_;(e”y, x) = 0 gehörenden Zahlen, addirt ist, sind 
zusammen die Wurzeln der Exponentengleichung von e””F,(e"y,z)=0 bei 
z=a. (Abh. Bd. 76 No.3 p. 284: Abh. Bd. 83 No.7 1; vgl. die vorliegende 
Abh. No.9 IIla... Bei ae=x sei » gleich Null oder von der Form 


Sc, Wird e=t gesetzt und 
l 


nf 2\ım WW / e \ / 2?\m—Xik üD' f 
F.y,2)=(-t, F,, y,t), F,. k Y,L “ —ö Me WE Ü), 
a. 2 2 k ! # \ 
hy) =(-t)fly; © 
und 
Basle (Pink) y, t u 2 Y, { 


so erhält man F,(y, t) ausgedrückt durch das System 

3) Faryd=s, (50); 

daher, wenn w (t"') = w' gesetzt wird, so ergiebt sich 
(4.) e”F„(e"y,2)=(-f)"e” F,(e"y,t 


und für e”” F,,(e” y,t) das System 


6.) "Fr. ey,l)=8, "file" s,t). 


m—k\ 
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Die Wurzeln der Exponentengleichung von e” fi (e”s,t)=0 bei t=0 sind 
die der Exponentengleichung von e””fi(e” s,t)=0, nachdem zu letzteren 
eine ganze Zahl —2(m—k) addirt ist. Daher sind die Wurzeln der Expo- 
nentengleichung von e ” F,_,.(e”y,N=0 bei t=0 und die Wurzeln der 
Kxponentengleichung von e ” fi(e” s, £) = 0, nachdem zu letzteren eine ganze 
Zahl addirt ist, zusammen die Wurzeln der Exponentengleichung von 
et Fey, i=0d ba t=d, 

Wenn also der Differentialausdruck F,(y, x) durch ein System von 
homogenen linearen Differentialausdrücken mit rationalen Coefficienten und 


dem Coefficienten der höchsten Ableitung gleich 1 dargestellt ist, so sind die 
(rössen w, welche von der Form 3 c_,(c—a)* oder gleich Null bei einem 
| 


beliebigen Punkte e= a und der Form B> c,x" oder gleich Null bei x = x sind 
und welche bewirken, dass bei wenigstens einem der bestandtheile f(y, x) des 
Systemes die Differentialgleichung e”” fe” y, x) = den charakteristischen Index 
bei diesem Punkte kleiner als die Ordnung hat (bei =» nach Substitution 
—" bei t=) diejenigen, die dasselbe in Bezug auf e" F,(e"y, x) = ( 
bei diesem Punkte bewirken, und die Wurzeln sämmtlicher Exponentengleichungen 
bei demselben Punkte, die bei einer Grösse w zu allen Bestandtheilen 


ef e'y, x) gehören, lassen sich mit den Wurzeln der Exponentengleichung 


von z —=1t 


von e "F,„ie"y,2)=( so paaren, dass die in einem Paare stehenden sich um 
eine ganze Zahl unterscheiden. 

Wenn W eine rationale Function und 7(y, x) ein homogener linearer 
Ditferentialausdruck mit rationalen Coefficienten und dem Coefficienten der 
höchsten Ableitung gleich 1 ist, so sind bei einem beliebigen Punkte der 
charakteristische Index und die Wurzeln der Exponentengleichung in 
e"Ple’y,2e)=0 und in e” Ple"y,x)=(0 übereinstimmend, und ist der 
Punkt in der einen Differentialgleichung nichtsingulär, so auch in der 
anderen, wenn © der Theil der in Partialbrüche zerlegten rationalen Function 
W ist, dessen Glieder in diesem Punkte unendlich werden, und » gleich 
Null ist, wenn W in diesem Punkte nieht unendlich wird (bei = x tritt 
2=0, t=(0 ein). Denn e””-” bleibt in diesem Punkte einwerthig und 
stetig und von Null verschieden. 

b.) Jeder homogene lineare Differentialausdruck m#er Ordnung F,,(y, £, 
mit rationalen Coeffiecienten und dem Üoefficienten der höchsten Ableitung 
gleich 1 hat die Darstellung durch das System 
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(6. pP, Yy, 2) — 5, Bi ('s, TC b 


wo $, ein homogener linearer Differentialausdruck Nter Ordnung ist, N ent- 
weder gleich Null, oder wenn N >60 ist, so soll 2, dureh ein System 
normaler Differentialausdrücke sich darstellen lassen: F,_, ist ein homogener 
linearer Differentialausdruck (m — N)ter Ordnung mit rationalen Coeffieienten 
und dem Coeffieienten der höchsten Ableitung gleich 1 und m—N ent- 
weder gleich Null, oder wenn m — N > 0 ist, so soll F, „ so beschaffen sein, 
dass F„_x(s, 2) = 0 nicht mehr die Integrale einer Differentialgleichung ent- 
hält, in welcher ein normaler Differentialausdruck gleich Null gesetzt ist. 
Es giebt nur einen Differentialausdruck P,(y, x) dieser Art (Abh. Bd. 83 
No. 4) und daher auch nur einer Differentialausdruck F,_,(y, ®) (1. e. No.2 11). 
pP, kann nun unter folgender Form dargestellt werden. In F,(y, x) = 0 
seien die Integrale einer oder mehrerer Differentialgleiehungen enthalten, 
in denen normale Differentialausdrücke mit demselben determinirenden Factor 
gleich Null gesetzt sind. Werden die linearunabhängigen Integrale je 
zweier dieser Differentialgleichungen in einer Differentialgleichung vereinigt. 
so ist in dieser ein normaler Differentialausdruck mit demselben deter- 
minirenden Factor gleich Null gesetzt. Es giebt demnach nur eine Ditfte- 
rentialgleichung von höchster Ordnung, in der ein normaler Ausdruck mit 
jenem determinirenden Faetor gleich Null gesetzt ist, deren Integrale 
F,.(y,2)=0 erfüllen, und diese muss die Integrale aller anderen Differential- 
gleichungen derselben Art von niedrigeren Ordnungen enthalten. Alle solche 
Differentialgleichungen mit verschiedenen determinirenden Faetoren und jede 
von höchster Ordnung im Vergleich mit solehen, die denselben determiniren- 
den Factor enthalten, seien aus F, = 0 herausgenommen; die Integrale der- 
selben sind linearunabhängig (Abh. Bd. 83 No. 3 III oder No. 7 IV e.). 
Diese Integrale seien in einer Differentialgleichung F,,,(y, x) = 0 vereinigt: 
der Differentialausdruck F,,(y,x) nimmt die Form eines Systemes von 
Differentialausdrücken an, von dem jeder Bestandtheil ein System normaler 
Ausdrücke bildet, welches ähnlich ist dem Systeme in je einer jener Differen 
tialgleichungen. (Abh. Bd. 83 No. 7 IV a.), vgl. die vorliegende Abh 
N0.6 Il a.)). Alsdann wird F,'y, x) auf die Form 


sen \ 


) Aa), Fu, 8 
gebracht. Nun wird F,.(y, x) in derselben Weise zerlegt und unter deı 
Form dargestellt 

‘8. Fra), Fu (9,2% 
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wo der homogene lineare Differentialausdruck Fa,(y, x) mit rationalen 
('oeffiecienten und dem Coefficienten der höchsten Ableitung gleich 1 dadurch 
definirt ist, dass Fa,(y,e) = 0 die Integrale aller Differentialgleichungen 
vereinigt enthält, in denen normale Ausdrücke mit verschiedenen determi- 
nirenden Factoren gleich Null gesetzt sind, und von denen jede die der 
höchsten Ordnung von denjenigen ist, die normale Ausdrücke mit demselben 
determinirenden Factor enthalten und deren Integrale F,.(y, x) = 0 erfüllen. 
Indem diese Zerlegung auf F,.(y, x) angewandt wird, ergiebt sich ein ent- 
sprechender Differentialausdruck Fa, (y, x), und indem dieses Verfahren fort- 
vesetzt wird, erhält man schliesslich für den Differentialausdruck F,(y, x 
die Darstellung 
9.) Fu ©) = Yı, Fa (Yı, ©) = Ya, Fon -, 8%) = 8, Fn-n(8, &) = Fu(y, €), 
wo die Differentialausdrücke F.,, Fo, bis F,,, in der vorhin angegebenen Weise 
entstehen, das System derselben einen Ausdruck Ne" Ordnung bildet, in welchem 
V auch Null sein kann, wobei sich das System auf y redueirt, F„_,(s, x) der 
homogene lineare Differentialausdruck (m — N te" Ordnung mit rationalen 
('oefficienten und dem Uoefficienten der höchsten Ableitung gleich 1 aus 
6.) ist, in welehem m — N auch Null sein kann, wo sich dieser Ausdruck auf 
s redueirt. Aus der Entstehung der Differentialausdrücke F.,, Fo,, ete. 
ergiebt sich, dass F,(y, x) die Form (9.) nur auf eine Weise annehmen kann. 
Die Form 9.) werde daher die canonische Form des Differentialausdruckes 
F,(y, x), genannt. Die in Abh. Bd. 83 No. 10 und 11 und nur dort ge- 
brauchte und in anderem Sinne genommene Benennung von Darstellungen 
von P,(9,x) als eanonischen wird demnach hier nicht weiter angewandt. 
Wenn in der Form 9.) m— N=0 ist, so möge die canonische Form eine 
»ormale, und wenn m— N >00 ist, eine nichtnormale heissen. Die Diffe- 
rentialausdrücke Fı), Fo, bis F,_, werden der erste, zweite bis letzte 
canonische Bestandtheil von F,(y, x), die Differentialausdrücke F,,, bis F,,, 
die normalen canonischen Bestandtheile, der Differentialausdruck F,_, der 
nichtnormale canonische bestandtheil genannt. 
ec.) Es soll jetzt das Verfahren dargestellt werden, die canonischen 
Bestandtheile von F,,(y, x) successive dadurch herzuleiten, dass die normalen 
Ditterentialausdrücke ermittelt werden, die gleich Null gesetzt Differential- 
sleichungen liefern, deren Integrale in der Differentialgleichung vereinigt 
sind, die aus je einem gleich Null gesetzten normalen canonischen Bestand- 
theile hervorgeht. 
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Zuerst werden die singulären Punkte von F,=0 festgestellt. Der 
semeinschaftliche Factor in Zähler und Nenner bei jedem rationalen Coeffi- 
ejenten in F,„(y, ©) sei weggehoben. Dann werden nach bekannten Regeln 
ler Algebra aus dem Polynom des Nenners diejenigen Polynome herge- 
leitet, von denen jedes unter einander verschiedene lineare Faetoren enthält, 
und von denen das einzelne Polynom die linearen Factoren, die in dem 
Nenner gleich vielfach vorkommen, umfasst. Aus diesen bei den verschie- 
‚lenen Coeffieienten von F„=0 erhaltenen Polynomen werden alle dieje- 
nigen, welche die unter einander verschiedenen linearen Factoren enthalten, 
hergeleitet. Dieselben, gleich Null gesetzt, liefern die Gleiehungen, deren 
Wurzeln die singulären Punkte im Endlichen bestimmen. Bei 2 = x ist 
r=t"' zu setzen und zu sehen, ob t=0 singulärer Punkt ist. 

Alsdann werden bei jedem singulären Punkte = a von F,(y, x) — 0 


ie Grössen w gleich Null oder von der Form F& c_,r— a)”, letztere Grössen 
l 


mittels des in No. 7 III b.) gegebenen Verfahrens ermittelt, die so beschaffen 





sind, dass in ee” F,„(e”y,2)=( der charakteristische Index bei diesem Punkte 
kleiner als m ist, und es werden bei jeder Grösse o die Wurzeln der Expo- 
nentengleichung von e”F,(e"y,2)=0 bei demselben Punkte aufgestellt. 
bei dem Punkte z = x, wenn derselbe in F,=( singulär ist, werden die 
Grössen @ gleich Null oder von der Form Fc,r ermittelt. so beschaffen. 
dass in e”F,(e"y, ca) =0Q für e=t7' beit=(0 der charakteristische Index 
kleiner als m wird, und es werden bei jedem » die Wurzeln der Expo- 
nentengleichung dieser Differentialgleichung bei £=0 aufgestellt. Diese 
(rössen e” werden die fundamentalen determinirenden Factoren bei den sin- 
gulären Punkten von F„= U genannt. Die zu e””F,(e"y, x) = (0 gehörende 
lxponentengleichung werde die zu dem fundamentalen determinirenden 
Factor gehörende fundamentale Exponentengleichung genannt. Die Anzahl 
der Wurzeln sämmtlicher fundamentalen Exponentengleichungen bei demselben 
singulären Punkte ist — m (No. 7 III b.)). Die Grössen ® in den funda- 
mentalen determinirenden Factoren werden nach No. 7 III d.) auf alge- 
braische Weise aus den Üoeffieienten der Differentialgleichung hergeleitet. 


Die Uoeffieienten in den fundamentalen Exponentengleichungen hängen 
daher auch algebraisch mit den Coefficienten der Differentialgleichung zusammen. 

Ist F„_,(y, x) ein homogener linearer Differentialausdruck (m — k)ter 
Ordnung mit rationalen Coeffieienten und dem Coeffieienten der höchsten 
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Ableitung gleich 1 so beschaffen, dass die Integrale von F,_,=0 in F, = 0 
enthalten sind, so hat F„(y, x) die Darstellung 


(10.) Fr. 2)=e, hle,), 


wo fi(s,2) ein homogener linearer Differentialausdruck 4'e" Ordnung mit 
rationalen Coetficienten und dem C'oetfieienten der höchsten Ableitung gleic) 
l ist. (Vel. Abh. Bd. 83 No. 2 II). 

Der Difterentialausdruck F,_,'y, x) in (10.) sei nun ein normaler 
gleich e" F,_,(e "y, x), e” der determinirende Factor, F,_,/ y, x) der reguläre 
Ditferentialausdruck in dem normalen. W sei in Partialbrüche zerlegt: der 
Theil von W, dessen Glieder in einem Punkte unendlich werden, sei bei 
einem beliebigen Punkte durch « bezeichnet, wo #=0 ist, wenn W in 
diesem Punkte nicht unendlich wird, und es werde e” gebildet. Nach a. 
ergiebt sich, dass die Grösse e” bei einem nichtsingulären Punkte von F, = \ 
gleich Eins ist, und dass die Grösse e” bei einem singulären Punkte von F, = \ 
unter den fundamentalen determinirenden Factoren vorkommt, und die Wurzeln 


der Exponentengleichung von F,_,=V bei diesem Punkte sich mit ebenso 
vielen Wurzeln der zu e" gehörenden fundamentalen Exponentengleichung so 
paaren lassen, dass die in einem Paare stehenden sich um eine ganze Zahl 
unterscheiden. 

Um nun einen solchen normalen Ausdruck F,_, (y, x) aufzusuchen. 
wird aus den fundamentalen determinirenden Factoren einer bei jedem sin- 
gulären Punkte von F„= 0 herausgenommen, aus diesen wird das Product 
e" gebildet. Dann wird e”"F,(e"y,x) aufgestellt. 

Es ist jetzt zuzusehen, ob in e""F,„(e"y, 2)=0 die Integrale einer 
Ditferentialgleichung F,_,(y,x) = 0 enthalten sind, wo F,_,(y,x) ein regulärer 
Ditferentialausdruck (m — k,ter Ordnung ist. Dieses geschieht nach dem in 
Abh. Bd. 83 No.5 gegebenen Verfahren mit Hinzunahme der in dieser Ab- 
handlung No. 7 II angegebenen wesentlichen Vereinfachung, wonach maıı. 
ohne die algebraische Gleichung E&(z) = 0 aufzulösen, deren Wurzeln die 
in #, ,= 0 etwa neu hinzutretenden singulären Punkte im Endlichen liefern. 
im Stande ist zu prüfen, ob ein Differentialausdruck F,_,(y, x) mit den ver- 
langten Eigenschaften existirt. Wenn bei dem angenommenen Werthe von 
W ein solcher Ditterentialausdruck F,_, existiren soll, so müssen sich aus 
den Wurzeln der Exponentengleichungen von e "F,(e"y,2)=0 bei den 


singulären Punkten von F„=0 je m—k als Wurzeln der Exponenten 
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oleichungen von F, ,=0 herausnehmen lassen. so dass mittels aller dieser 
Wurzeln der in Abh. Bd. 83 No. 5 (19.) angegebene Ausdruck für die posi- 
tive ganze Zahl 7 (— 0), den Grad von $ (x), gebildet werden kann. Der 
höchste ceharakteristische Index in e"F,(e”y,2)=0 sei H. Dann kann 


Ai 


der reguläre Differentialausdruck F,_,(y, x) höchstens von (m— H)ter Ordnung 
sein. Es soll nun bei einem angenommenen Werthe W derjenige reguläre 
Ausdruck F,_, von der verlangten Eigenschaft genommen werden, welcher 
von allen etwa existirenden die höchste Ordnung hat. Es kann nur einen 
solehen geben. 

Nun sei ein solcher normaler Differentialausdruck P'(y, x) mit dem 


te (1) 
determinirenden Factor e" 


und dem regulären Differentialausdruck PU’ 'y, x, 
vefunden, so dass also die Integrale von PU =0 in F,=0 enthalten sind. 
Dann werden bei jedem singulären Punkte von F,„=(, so viele Wurzeln der 
fundamentalen Exponentengleichung, die zu dem fundamentalen determinirenden 
Factor in e” gehört, gestrichen, als sich mit den Wurzeln der Exponenten- 
gleichung von DV’ = U bei demselben Punkte paaren lassen, so dass die in 
einem Paare stehenden sich um eine ganze Zahl unterscheiden. 

Es ist nun zu ermitteln, ob ein zweiter normaler Differentialausdruck 
pP (y,x) mit einem von dem vorigen verschiedenen determinirenden Factor 
e" und dem regulären Ausdrucke ®(y, x) besteht, so beschaffen, dass 
die Integrale von PU’ (y,z)=0 in F„=0 enthalten sind. Wenn ein solcher 
besteht, so lassen sich die Integrale von P?V—=-0 und PP =0 in einer 
Ditferentialgleichung vereinigen, welche die Form erhält 

(11.) pV(y, z)=y,, y"’y,r)=(0, 
wo g®(y,xz) durch ein System normaler Ausdrücke darstellbar ist, welches 
ähnlich ist dem System, das &' ausdrückt (vgl. b.)). Der Theil der in 
Partialbrüche zerlegten rationalen Function W®, dessen Glieder in einem 
Punkte unendlich werden, sei durch » bezeichnet, wo w gleich Null ist, 
wenn W“) in diesem Punkte nicht unendlich wird. Nach a.) ergiebt sich 
wenn F,_, in (10.) dem Systeme in (11.) gleich gesetzt wird, dass die 
Grösse e” in e”“’ bei einem nichtsingulären Punkte von F,=U gleich Eins 
ist, und dass die Grösse e” in e”“’ bei einem singulären Punkte von F„=U unter 
den fundamentalen determinirenden Factoren vorkommt und die Wurzeln der Ex- 


ponentengleichung von = 0 bei diesem Punkte sich mit ebenso vielen der 


übrig gebliebenen Wurzeln der zu e” gehörenden fundamentalen Exponenten- 
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gleichung so paaren lassen, dass die in einem Paare stehenden sich um eine 
ganze Zahl unterscheiden. 

Dieser zweite normale Differentialausdruck ° wird nun wieder un- 
mittelbar aus der Differentialgleichung F,=0 gesucht. Es wird aus den 
fundamentalen determinirenden Factoren von F,= 0, bei denen Wurzeln der 
zugehörigen Exponentengleichung übrig geblieben sind, einer bei jedem sin- 
oulären Punkte von F,„=0 herausgenommen und zwar so, dass deren Product 
e"”” von e” verschieden ist. Dann ist zuzusehen, ob ine ""F, (ey, = 
die Integrale einer Differentialgleichung F,_,(y, x) = 0 enthalten sind, wo 
F,_, ein regulärer Differentialausdruck (m — k)ter Ordnung ist. Hier 
können nun die Wurzeln der Exponentengleichung von F,_:=0 bei einem 
singulären Punkte von F„=0 nur solche m—%k Wurzeln aus der Expo- 
nentengleichung von e ‘Op (ey, z)—=(0 sein, welche sich mit eben- 
so vielen der übriggebliebenen Wurzeln der fundamentalen Exponenten- 
sleichung, die zu dem fundamentalen determinirenden Factor in e"“ 
eehört, so paaren lassen, dass die in einem Paare stehenden sich um 
eine ganze Zahl unterscheiden. Das weitere Verfahren ist das oben be- 
zeichnete. Es ist bei einem Werthe W“ derjenige reguläre Ausdruck 
F, , von der verlangten Eigenschaft zu nehmen, welcher von allen etwa 
existirenden die höchste Ordnung hat. 

Wenn nun ein zweiter solcher normaler Differentialausdruck $P° (y, x) 


. . . 4 (2) 
mit dem determinirenden Factor e" 


und dem regulären Differentialausdruck 
p°(y,x) sich gefunden hat, so werden wiederum bei jedem singulären Punkte 
von F,„—=0, so viele der früher übrig gebliebenen Wurzeln der fundamentalen E«x- 


. e .. R . (2) 
ponentengleichung, die zu dem fundamentalen determinirenden Factor ine"  ge- 


hört, gestrichen, als sich mit den Wurzeln der Exponentengleichung von BP’ =) 
bei demselben Punkte so paaren lassen, dass die in einem Paare stehenden sich 
um eine ganze Zahl unterscheiden. In derselben Weise kann man zusehen. 
ob ein dritter normaler Ditferentialausdruck 2 (y, x) mit einem determi- 
nirenden Factor, der von denen in 2 und & verschieden ist, besteht. 
so dass die Integrale von PU (y, x) =V in F,„= 0 enthalten sind. Betrachtet 
man die Differentialgleichung, in welcher die Integrale von BP’ =0, PU = 0 
und DU = 0 vereinigt sind 


12) Did), Mrd) Ya, )= 0, 
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wo g“ aus (11.) hervorgeht, so ergiebt sich, dass zur Aufsuchung von 
p® nur die zuletzt übrig gebliebenen fundamentalen determinirenden Fac- 
toren mit den übrig gebliebenen Wurzeln der fundamentalen Exponenten- 
gleichungen in Betracht kommen. 2% =( ist dann aus F,=0 nach dem 
friiheren Verfahren zu suchen, und wenn ein soleher Ausdruck P be- 
steht und ?P® der reguläre Ausdruck ist, so sind wieder so viele der übrig 
oebliebenen Wurzeln der fundamentalen Exponentengleichungen, die zu den 
fundamentalen determinirenden Factoren von F,=0 in $® &„ehören, zu 
streichen, als sich mit den Wurzeln der Exponentengleichung von PD = 0 
paaren lassen, so dass die in einem Paare stehenden sich um eine ganze 
Zahl unterscheiden. 

Es seien nun alle normalen Differentialausdrücke mit verschiedenen 
determinirenden Factoren gefunden, die gleich Null gesetzt Differential- 
gleichungen liefern, deren Integrale in F,= 0 enthalten sind und von denen 
jeder unter allen solehen mit demselben determinirenden Factor die höchste 
Ordnung hat. Ist die Summe ihrer Ordnungen gleich m, so bilden ihre 
Integrale ein System linearunabhängiger Integrale von F,„=0 (vgl. b. 
Ist diese Summe kleiner als m, so werden die Integrale in einer homo- 
senen linearen Differentialgleichung vereinigt (vgl. b.)) F,(y,@) = 0: die- 
selbe enthält rationale Coeffieienten, der Coetfieient der höchsten Ableitung 
wird gleich 1 gesetzt. Alsdann wird F,(y, x) dargestellt durch 

(13) Fu&) = Y, Fulfı,), 

wo F,. ein homogener linearer Ausdruck mt" Ordnung mit rationalen Üoef- 
fieienten und dem Coefficienten der höchsten Ableitung gleich 1 ist. Die 
fundamentalen determinirenden Faetoren von F,=0, bei denen Wurzeln 
der fundamentalen Exponentengleichungen übrig geblieben waren, sind nach 
a.) und 5.) die fundamentalen determinirenden Factoren von F, = 0 bei 
diesem Punkte, wenn er in F„=0 singulär ist, und die übrig gebliebenen 
Wurzeln der fundamentalen Exponentengleichungen von F,=0 lassen sich 
mit den Wurzeln der entsprechenden fundamentalen Exponentengleichungen 
von F, =0 bei diesem Punkte so paaren, dass die in einem Paare stehenden 
sich um eine ganze Zahl unterscheiden. Hiernach sind die Wurzeln der 
fundamentalen Exponentengleichungen von F,=0 zu bestimmen bei den- 
jenigen der genannten Punkte, die in F,=0 noch singulär sind. 

Nun können aber in F,=0 neue singuläre Punkte auftreten. Da 
bei diesen Punkten der charakteristische Index in F,=0 gleich Null ist, 


m 
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so muss er auch n F,=0 und F,„=0 gleich Null sein. Die Integrale 
von F„=0 sind bei einem solehen Punkte einwerthig und stetig, daher 
auch die von F,=0. Wenn letztere successive in ein System von linear- 
unabhängigen Integralen von F,=0 eingeführt werden, so dass man ein 
System von solehen Integralen erhält, welches die von F.,=(0 umfasst, 
und man die m’ übrigen in F.,(y, x) = y, einsetzt, so erhält man für y, m 
linearunabhängige, bei dem betrachteten Punkte einwerthige Funetionen. 
Daher sind die Wurzeln der Exponentengleichung von F,=0 bei diesem 
Punkte ganzzahlig. 

Es sind nun die im Endlichen liegenden neu hinzugetretenen singu- 
lären Punkte von F,=0 aufzusuchen. Ein soleher Punkt ist gemäss (13. 
auch in Fu, =0 singulär und hier ein ausserwesentlich singulärer Punkt. 


Derselbe sei z=a. F,, ist von der Ordnung m—m’, der Coeffieient von 
ad" in 





remernn; in Fı, Sel qg. 9, hat nun bei e=a eine Entwickelung von der 
dx a \ ‘ 


& 


Form +28c,(02—-a), wo «@ eine negative ganze Zahl ist (vgl. Abh. 
0) 


Bd. S1 No. 1). Wenn man daher, nachdem die gemeinschaftlichen Faetoren 
in Zähler und Nenner in q, weggehoben sind, nach bekannten Regeln der 
Alvebra das Polynom bildet, welches die von einander verschiedenen linearen 
Factoren des Nenners einfach enthält, und wenn das Polynom, welches nur 
von einander verschiedene lineare Faetoren und als Constante in denselben 
die Ausdrücke der im Endlichen liegenden singulären Punkte von F,=0 ent- 
hält, durch (x) bezeichnet wird, so ist der grösste gemeinschaftliche Factor 
zwischen (x) und dem früher genannten Polynom zu bilden und letzteres 
dureh denselben zu dividiren; alsdann erhält man ein Polynom %(x) so be- 
schaffen, dass die Gleichung 2x2) =0 einfache Wurzeln enthält, welche die 
neu hinzugetretenen singulären Punkte von F,=0 im Endliehen sind. 
Diese Gleichung 2(x) ist aufzulösen. In Betreff des Gleichungspolynoms 
z.x) ergiebt sich aber Folgendes. Bei dem nichtsingulären Punkte 2= a 
von F,„=0 sind die Wurzeln der Exponentengleichung von F,=0 0, 1 bis 
m—1. Da dieser Punkt in F,, = 0 ausserwesentlich singulär ist und Fu) 
von der Ordnung m— m’, so enthält die Exponentengleichung von Fu, = 0 
bei diesem Punkte m — m’ verschiedene Wurzeln aus der Reihe 0, 1 bis m—1, 
die nicht mit 0, 1 bis m —m’—1 zusammenfallen (vgl. Abh. Bd. 81 No. 1). Die 
Exponentengleichung von F,, = 0 enthält die übrigen m’, zu denen — (m— m‘) 


ar’—ay 


addirt ist (vgl. a.); der Coeffieient von Do in F„=0 sei dureh g, be- 
2 ( 


m’—da 
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zeichnet. Nun ist die Exponentengleichung von F,, = 0 


(1) 


r (r—1)...(r—(m—m')+1)+(g, (2—a)),_.r (r—1)...(r—(m-m')+2) +: 





14.) 


+ (gu. (2-0), = 0. 


Die Exponentengleichung von F,=o0 ist 


m 


15, DER +(g(2—-a)).-.r (r—1)...(r—m'+2)+.: 
as ehe < (q,, — a) u = UV, 
is ergiebt sich hieraus, wenn unter den Wurzeln von Gl. (14.) 0, 1..., 

aber nieht /+1 ist, wo ! <= m—-m'—1. so ist 


Be et ana = 0, (q,. a)" p —(). 


Du 17 3 1 


10 | 2 
% (Gum ‚(2 —d4) a0. (5. .,.,l0=-0"” Fr V. 


Und wenn unter den Wurzeln der Gl. (15.) m—-m —- m—-—m\—=0.1...T. 
aber nieht !+1 ist. wo "<< m—1. so ist 


’ \m’ u. i m—1\ n 
17 \ | (Gm T u} )z a v, (9u-: Ta Ja en , 
=, et (au, lt), >. 

In jedem Coeffieienten g,(a=2...m—m) und 9,(a=2...m') seien die gemein- 


schaftlichen Factoren von Zähler und Nenner weggehoben: das Polynom 
des Nenners bei g, oder g, enthält dann den Factor (e— a), wo & eine der 
Zahlen 0, 1 bis s sein kann. Aus den Relationen (16.). (17.) ergiebt sieh nun. 
dass die verschiedenen linearen Faetoren r—a, die sich auf die verschiedenen 
neu hinzugetretenen singulären Punkte beziehen, allgemein genommen bei 
einigen Üoefficienten g oder g theilweise mit verschiedenen Exponenten : 
in dem Nenner eines solehen Coefficienten vorkommen werden. Aus dem 
Polynom N des Nenners jedes Coeffieienten g, (a=2...m—m'), g, (a=2...u 
werden daher nach bekannten Regeln der Algebra die Polynome hergeleitet. 
von denen jedes nur unter einander verschiedene lineare Faetoren umfasst. 
welche Polynome, gleich Null gesetzt, Gleichungen liefern, von denen die 
einzelne die Wurzeln von N=0, die gleich vielfach vorkommen, enthält. 
Diese Polynome sind durch den grössten gemeinschaftlichen Factor. den 
jedes mit dem oben bezeichneten Polynom g(x) hat, zu theilen: dann ent- 
halten die Quotienten als lineare Faetoren nur solche von zz). und es 
werden sich unter denselben allgemein genommen Polynome, welche Theiler 
von x(x) sind, finden. Nun werden die unter einander verschiedenen Theiler 


genommen und z (x) successive in Factoren zerlegt. indem zwischen den ein- 
23” 
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zelnen bereits gefundenen Faetoren, deren Produet 2(x) ist, und einem neuen 
Theiler von z(x) der grösste gemeinschaftliche Faetor gesucht wird. Als- 
dann sind noch die zuletzt übrig bleibenden Factoren gleich Null zu setzen, 
und die erhaltenen Gleichungen aufzulösen. 

Ist nur ein fundamentaler determinirender Factor e” bei jedem sin- 
eulären Punkte von F„=0 übrig geblieben, und ist die Anzahl der übrig 
vebliebenen Wurzeln der zugehörigen fundamentalen Exponentengleichung 
oleich m’, so ist in e”” F„(e"y, x) = 0 der charakteristische Index bei diesem 
Punkte gleich Null, F,(y, x) ist ein normaler Differentialausdruck, bei 
welchem der determinirende Factor aus dem Produet der übrig gebliebenen 
fundamentalen determinirenden Factoren von F,=0 besteht, und man braucht 
daher in diesem Falle die neu hinzugetretenen singulären Punkte von F,, = 0 
nicht aufzusuchen. 

Nachdem nun die singulären Punkte von F,=0 bekannt sind und 
bei jedem singulären Punkte die fundamentalen determinirenden Faetoren 
und die Wurzeln der fundamentalen Exponentengleichungen dieser Diffe- 
rentialgleichung aufgestellt sind, wird auf F,„=0 dasselbe Verfahren an- 
gewandt, welches früher auf F,=0 angewandt worden ist. Dieses Ver- 
fahren ist fortzusetzen, so lange Wurzeln der fundamentalen Exponenten- 
sleichungen von F,„=0 bei allen singulären Punkten noch übrig sind, 
bis man entweder auf einen Differentialausdruck stösst, der gleich Null ge- 
setzt eine Differentialgleichung ergiebt, die nieht mehr die Integrale einer 
Ditterentialgleichung mit normalem Differentialausdruck enthält: dieser ist 
dann der nichtnormale eanonische Bestandtheil von F,(y, x), als solcher 
kann sich auch F,,(y, x) selbst ergeben; oder bis man F,(y, x) vollständig 
in normale eanonische Bestandtheile aufgelöst hat. 

Bei Anwendung des Verfahrens von No. 7 Ill ist zu beachten, wenn 
F,=( einen solchen im Endlichen oder Unendlichen liegenden singulären 
Punkt hat, dass die Wurzeln jeder fundamentalen Exponentengleichung bei 
diesem Punkte (diese Gleichung für sich betrachtet) zu je zweien sich 
nicht um ganze Zahlen unterscheiden, so kann man, um die normalen 
Bestandtheile von F, in beliebiger Reihenfolge aufzusuchen, alle for- 
mellen Entwiekelungen der Integrale, die bei dem Verfahren von No. 7 U 
erforderlich sind, bei diesem Punkte vornehmen, und man weiss von vorn 
herein, dass man auf keine unbestimmten Constanten innerhalb der Ent- 
wickelungen stösst. 
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9, 

Nachdem in den beiden letzten Nummern das allgemeine Verfahren 
angegeben ist, einen homogenen linearen Differentialausdruck F, mit ra- 
tionalen Coeffieienten durch ein System soleher Ausdrücke darzustellen, an 
dessen Spitze das System möglichst hoher Ordnung von normalen Aus- 
‚rücken steht, werden nunmehr die Resultate der vorhergehenden Nummern 
zur Untersuchung der Integrale von F,=0 angewandt. 

Der homogene lineare Differentialausdruck mter Ordnung F,(y, x) 
mit rationalen Coeffieienten und dem Coefficienten der höchsten Ableitung 
oleich 1 sei nach dem in No. 5 e.) angegebenen Verfahren auf die cano- 
nische Form (No. 8 b.) gebracht. Dann sind nach diesem Verfahren gleich- 
zeitig die Differentialgleichungen mit normalen Differentialausdrücken er- 
mittelt, deren Integrale in einer Differentialgleichung vereinigt sind, die 
zum Differentialausdruck je einen der normalen eanonischen Bestandtheile 
von F,„(y,x) hat. Wird ein System linearunabhängiger Integrale einer 
homogenen linearen Differentialgleichung mit rationalen Coetfieienten durch 
die Integrale mehrerer homogener linearer Differentialgleiehungen mit ra- 
tionalen Coefficienten, deren Integrale unter einander linearunabhängig sein 
sollen, dargestellt, so werde von letzteren Differentialgleichungen gesagt, 
lass sie ein System von Unterdifferentialgleichungen der ursprünglichen Ditfe- 
rentialgleichung bilden. Ein System von Unterdifferentialgleichungen, in 
welchem die Differentialgleichungen normale Differentialausdrücke mit von 
einander verschiedenen determinirenden Factoren enthalten, kann nur auf 
eine Weise bestehen, weil sonst die ursprüngliche Differentialgleiehung mehr 
linearunabhängige Integrale enthielte, als ihre Ordnung beträgt, da die 
Integrale von Differentialgleichungen mit normalen Differentialausdrücken 
und von einander verschiedenen determinirenden Factoren unter einander 
linearunabhängig sind (vgl. No. 8 b.)). Besteht ein System von Unter- 
differentialgleichungen dieser Art, so mögen die Unterdifferentialgleiehungen 
dieses Systems Hauptunterdifferentialgleichungen der ursprünglichen Diffe- 
rentialgleichung heissen. Es sind also nach No. 8 e.) die Hauptunterditte- 
ventlalgleichungen jeder Differentialgleichung bekannt, in welcher ein nor- 
maler eanonischer Bestandtheil von F,(y, x) gleich Null gesetzt ist. 

I. Die canonische Form von F,(y, ©) bestehe in einem normalen ca- 


nonischen Bestandtheile. Die Difterentialgleichung F,(y, =) = 0 besitzt dann 
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ein System von Hauptunterdifferentialgleichungen, die ermittelt sind. Das 
Integral einer der letzteren Differentialgleichungen besteht aus dem deter- 
minirenden Factor e”, der bekannt ist, multiplieirt mit dem Integrale der Difte- 
ventialgleichung, in welcher der reguläre Differentialausdruck aus jene: 
gleich Null gesetzt ist. Was diese Differentialgleichung mit nur regulären 
Integralen angeht, so können in derselben neben den singulären Punkten 
von F,=Ö noch neue singuläre vorhanden sein. Es sind dieses ausser- 
wesentlich singuläre Punkte der Differentialgleichung. Dieselben brauchte 
man bei Herleitung dieser Differentialgleichung nach No. 8 e.) nicht auf- 
zusuchen, und man braucht sie auch zu dem Zwecke, die Integrale der Diffe- 
rentialgleichung zu entwickeln und ihren Verlauf zu verfolgen, nicht zu er- 
mitteln. Die Entwickelung der Integrale dieser Differentialgleiehung bei den 
singulären Punkten von F,„=0, bei diesen sind die Wurzeln der Expo- 
nentengleichungen bereits bekannt, geschieht bei e=a nach No. 1 (7.) (8. 
und (19.), die Constanten in dem linearen Ausdruck der Integrale, der das 
Itesultat des Umganges eines Integrales um einen singulären Punkt darstellt. 
werden durch No. 1 (24.) gegeben. Die Darstellung der Funetionen 4,2 
in No. 1 (19.) in dem Bezirke des singulären Punktes erfolgt mittels deı 
in No. 3 II betrachteten Differentialgleiehnng T,=0 nach Abh. Bd. s\ 
No.7 II. b.). Die Werthe der Integrale und des Productes eines Integrales 
mit dem determinirenden Factor werden mit vorgeschriebener Annäherung 
in einem Kreisringe innerhalb dieses Bezirkes mit dem singulären Punkte 
als Mittelpunkt nach No. 3 berechnet. Entsprechend ist es bei z= x durel 
die Substitution e=#’'. Der Verlauf der Integrale ist nach dem Verfahren 
von No. 4 zu untersuchen. Die Differentialdeterminante dieser Integrale bei 
den singulären Punkten von F,„=0 ergiebt sieh aus No. 1 (16.), (18.). Die 
Constanten in den linearen Relationen zwischen den Integralen bei zwei sin- 
oulären Punkten waren in Abh. Bd. 87 durch analytische Ausdrücke, deren 
C'onvergenz mittels der Fowurierschen Reihe bewiesen worden ist, gegeben 
worden und können nach No. 3 und 4 II mit beliebig vorgeschriebener An- 
jäherung berechnet werden. Dass man die zu den singulären Punkten 
von F,= 0 neu hinzutretenden singulären Punkte dieser Differential- 
sleiehung nieht aufzusuchen braucht, kommt daher, dass man den Ueber- 
vang eines Integrales von einem nichtsingulären Punkte derselben zu 
einem anderen niehtsingulären in einem Kreise, in welchem kein sin- 
eulärer Punkt von F,=0 liegt, nach No. 4 III db.) mittels der Differential- 
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sleiehung e”" F,„(e"y,x)=0 bewerkstelligt. Um ein Integral von F, = 0 
fortzusetzen, wird dasselbe bei einem Punkte, bei welchem der charakte- 
‚istische Index in F„= 0 gleich Null ist, durch Integrale der Haupt- 
unterdifferentialgleicehungen ausgedrückt (No. 5 1b.)). Zu den Differential- 
gleiehungen F„=0 dieser Art gehören diejenigen, in denen F, selbst 
ein normaler Differentialausdruck, also speciell auch wenn F, 
lärer Differentialausdruck ist. Zu den Differentialgleichungen F, 
ein System von mehreren Hauptunterdifferentialgleichungen haben, gehört 
lie homogene lineare Differentialgleichung für m >1 mit constanten Üoef- 


ein regu- 


—(), die 


fieienten, von denen wenigstens zwei nicht verschwinden, wie dieses in 
Abh. Bd. 83 No.8 UI für den Fall, dass der Coeffieient von y nicht ver- 
schwindet, erläutert ist und auf dieselbe Weise sich ergiebt, wenn dieser 
Coeffieient verschwindet. Sind in Differentialgleichung (1.) der No.1 die Üoef- 


fielenten p constant, 9. = Pnı =" = Pain =U, Modp,„_:> 0 (Oo<I<m—]) 
und sind die Wurzeln der Gleichung 
(1.) ap, gr +Pp; 0" -4 u - en + (— 1 Pr Ar 0. 


welche die Coeffieientengleichung bei e=r", t=0 ist, —o,(a=1...m—!), so 
entspricht einer einfachen ‘Wurzel —o, der normale Differentialausdruck 


a 
„de ""y de “y 
dx d.r? 
zu diesen tritt noch, wenn />>0 ist, der normale und zwar reguläre Difte- 
d’y 
da 
System der Hauptunterdifferentialgleichungen. 


e ‚ einer o-fachen der normale Differentialausdruck e* 


ventialausdruck ‚ und diese Ausdrücke gleich Null gesetzt liefern das 

ll. Die canonische Form von F,,(y, x) bestehe nicht in nur einem 
normalen canonischen Bestandtheile, so fehlt entweder der niehtnormale 
eanonische Bestandtheil und es sind mehrere normale eanonisehe Bestand- 
theile vorhanden, oder es kommt auch ein niehtnormaler eanonischer Be- 
standtheil vor. In letzterem Falle habe F,(y, x) die Darstellung 

(2.) D,y,2) =, Fur), 

wo P,(y, x) das System der normalen eanonischen Bestandtheile, F,_,(s, © 
der niehtnormale eanonische Bestandtheil ist. Ob ein Integral von F, = 0 
lie Differentialgleichung ?,= 0 erfüllt, kann man in folgenden Fällen ohne 
Weiteres erkennen (über weitere Fälle vgl. III). Erstens wenn das Integral 
bei einem Punkte regulär und bei diesem Punkte der charakteristische Index 
nF, ,=0 gleich m — N ist, so erfüllt dasselbe ?,=0. Denn sonst würde 


ieses Integral in D,(y, 2) =s eingesetzt für s einen Ausdruck liefern, der 


































154 Thome, zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 


bei diesem Punkte die Form der regulären Integrale hätte, währen 
F,_x(s,2) =0 bei diesem Punkte kein reguläres Integral besitzt. Es sei 
zweitens der charakteristische Index in F,„=0 bei einem Punkte gleich 
Null, und daher auch n ?,=0 und F,_»=0. bei welehem Punkte ein 
Integral von F,=0 betrachtet wird. Dann hat man bei diesem Punkte 
ein System Integrale von ?,=0 und F,_x=0 unter der Form No. I 
7.) 8.) zu entwickeln und erhält aus diesen ein System Integrale von 
F,„=0 unter der Form No. 1 (11.), welche Entwickelungen der Form 
No. 1 (19.) haben (beiie=x ist e=f” einzusetzen und bei t=0 zu ent- 
wickeln). Wenn nun in der Entwiekelung eines Integrales von F,=0 von 
der Form No. 1 (19.), welehes zu dem Exponenten r gehört, dieser Expo- 
nent von 2 —a, abgesehen von einer ganzen Zahl, nieht in den Entwicke- 
lungen der m—N Integrale von F,=Ü(, für welche s in (2.) von Null ver- 
schieden ist, vorkommt, so muss das Integral ?,=0 erfüllen. Kommt 
dieser Exponent auch in Integralen unter den m—N vorhin genannten Inte- 
oralen von F,=0 vor, ausserdem in Integralen von ?P,=0, so kann man naclı 
Abh. Bd. 87 No. 21 das zu untersuchende Integral von F,=0 durch diejenigen 
ausdrücken, in denen die Exponenten von e—-a sich von r nur um ganze 
Zahlen unterscheiden, die unter den Integralen von P,=0 und den übrigen 
von F,=0 vorkommen und zusehen, ob in diesen Ausdruck die letzteren 
Integrale nicht eingehen. Um diese Darstellung zu vollziehen. müssen in 
den Funetionen 2,(2) in der Entwiekelung No. 1 (19.) des Integrales die 
r,—r+1 Anfangscoeffieienten bekannt sein, wo r, von den Wurzeln de: 
Exponentengleicehung von F,„=0, die sieh von r nur um ganze Zahlen 
unterscheiden, die mit dem grössten reellen Theile ist, also wenn der Punk! 
in F,= U niehtsingulär ist. so müssen in der Entwickelung des Integrales 
die m —r ersten Coetficienten bekannt sein. Die Betrachtung eines Integrales 
von F,= 0, welches der Differentialgleichung Z2,=0 genügt, kommt au 
die Untersuchung des Falles zurück, wo in der canonischen Form von F 
der niehtnormale eanonische Bestandtheil nicht vorhanden ist. 


Es soll nun, wenn in der canonischen Form von F, der nichtnormal: 


canonische Bestandtheil fehlt, vorausgesetzt werden, dass F, mehrere normale 
canonische Bestandtheile enthält. 

a.‘ Von der Differentialgleiehung, die irgend einen der normalen 
eanonisehen Bestandtheile als Ditferentialausdruck enthält. sind die Haupt- 
unterdifferentialgleiehungen nach No. 8 e.) bekannt, und wenn die Integrale 
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derselben suecessive in einer Differentialgleichung vereinigt werden, so 
erhält man schliesslich den canonischen Bestandtheil dargestellt durch ein 
System linearer Differentialausdrücke, von denen je einer durch ein System 
normaler Differentialausdrücke gebildet wird, welches ähnlich ist einem 
System, das den Differentialausdruck in einer Hauptunterdifferentialgleichung 
darstellt (vgl. No. 8 a.) und b.)). Auf diese Weise erhält man also F, 
dargestellt durch ein System normaler Differentialausdrücke. Aus diesem 
System sei bei dem singulären Punkte 2 =a von F„= 0 ein System 
bei e=a normaler Differentialausdrücke (No. 5 I) hergeleitet, welches 
die Form No. 1 (4.) hat. Dann ergeben sich die Integrale von F,=0 bei 
diesem Punkte unter der Form No.1 (11.), und die Integrale der einzelnen 
Gruppen erhalten die Entwiekelung No. 1 (21.). Es ergeben sich hierdureh 
also immer die Exponenten von 2—a in den Gruppen der Integrale und 
die Anzahl der linearunabhängigen Integrale in jeder Gruppe. Bei 2 =» 
ist in das System normaler Differentialausdröcke # = t”' einzusetzen, wie in 
No.5 (6.). Der Gruppenexponent und die Anzahl der Integrale in jeder 
Gruppe bei einem singulären Punkte von F,= (0 werden daher gemäss No. 8 a.) 
und e.) gegeben durch die Wurzeln, die sich nur um ganze Zahlen unterscheiden, 
aus den fundamentalen Exponentengleichungen von F„=0 bei diesem Punkte. 

b.) Um nun bei einem singulären Punkte von F„=0 die Integrale 
einer Gruppe mit dem Gruppenexponenten r darzustellen und weiter zu 
untersuchen, werden Systeme normaler Differentialausdrücke gesucht, die, 
gleich Null gesetzt, Differentialgleichungen liefern, deren Integrale in F,, = 0 
enthalten sind, und welche Systeme bei diesem Punkte den Gruppenexponenten 
r einstellig enthalten, wie in No.5 Iangegeben ist. Aus einem solchen Systeme 
ergiebt sich die Darstellung und Werthberechnung der Integrale mit dem 
(sruppenexponenten r nach dem in den Nummern 1, 2 und 3 angegebenen 
Verfahren, wie dies in No. 5 I auseinandergesetzt ist, und sind bei allen 
singulären Punkten von F„=0 die Integrale dieser Differentialgleichung in 
der angegebenen Weise ermittelt, so erfolgt die Fortsetzung der Integrale 
von F„=0 gemäss den Angaben von No. 4 und 5 1b.). Die Berechnung 
der Differentialdeterminante D der Integrale von F,„=(0 bei einem singu- 
lären Punkte wird, wenn die Integrale aus einem Systeme, wie das No. 1 
vor a.) bezeichnete, hervorgehen, aus No. 1 (16.), (18.) vorgenommen, sonst 
wie in No. 5 I b.) angegeben. Wenn man einen Werth d’ <ModD ermittelt 
hat, so kann man bei den Untersuchungen von No. 4 einen Werth d<d' 
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2 
Grösse von der Eigenschaft, dass, wenn D=D’+D"” ist, und man Mod D"<z 
setzt, alsdann dieser Bedingung entsprechend D’ berechnet, sich Mod D’>0d+z 
ergiebt, da Mod D' > 0’—x ist, woraus ModD > folgt. 

Es ist also zuzusehen, wie sich aus der normalen eanonischen Form 
von F, die Systeme normaler Differentialausdrücke ergeben, die bei den 
singulären Punkten von F,„=0 die Gruppenexponenten einstellig enthalten. 





anwenden und zugleich einen beliebigen Werth z< angeben als eine 


Die Hauptunterdifferentialgleichungen einer Differentialgleichung, in 
der ein eanonischer Bestandtheil von F,, gleich Null gesetzt ist, enthalten 
normale Differentialausdrücke, deren determinirende Factoren bekannt sind 
und deren reguläre Ausdrücke gleich Null gesetzt Differentialgleichungen 
liefern, von denen bei jedem singulären Punkte von F„=0 die Wurzeln 
der Exponentengleichungen bekannt sind. 

Aus den Differentialausdrücken der Hauptunterdifferentialgleichungen 
je eines canonischen Bestandtheiles sei in irgend einer Anordnung ein System 
rebildet, und diese Systeme sollen in der Reihenfolge der entsprechenden 
canonischen Bestandtheile zu einem Systeme zusammengesetzt sein. Wenn 
sich die Anordnung jener Differentialausdrücke so treffen lässt, dass im Ganzen 
ein System hervorgeht, welches bei einem singulären Punkte von F„=0 die 
in No. 1 vor a.) angegebene Eigenschaft hat, und man nun bei jedem cano- 
nischen Bestandtheile die Integrale der Hauptunterdifferentialgleichungen, 
letztere in derselben Anordnung genommen, successive in einer Differential- 
gleichung vereinigt, so erhält man gemäss No. a.) und b.) unmittelbar eine 


m 


Darstellung von F,, durch ein System von der No. 1 vor a.) bezeichneten 
Eigenschaft. Bei einem singulären Punkte von F„= 0 werden die Wurzeln 
der Exponentengleichungen in den regulären Ausdrücken, die zu den nor- 
malen Ausdrücken in allen Hauptunterdifferentialgleichungen bei je einem 
canonischen Bestandtheile gehören, zusammengestellt. Wenn nun eine solche 
Wurzel bei einem canonischen Bestandtheile sich von einer bei einem anderen 
canonischen Bestandtheile nicht um eine ganze Zahl unterscheidet, so kann 
man unmittelbar die Systeme normaler Differentialausdrücke angeben, welche 
die Gruppenexponenten bei diesem singulären Punkte einstellig enthalten 
und gleich Null gesetzt die linearunabhängigen Integrale von F,„= U jeder 
Gruppe bei demselben Punkte liefern. Denn wenn man den canonischen 
Bestandtheil, in dessen Hauptunterdifferentialgleichungen bei dem betrachte- 
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ten Punkte der Gruppenexponent r vorkommt, und die folgenden cano- 
nischen Bestandtheile aus der canonischen Form wegnimmt, alsdann auf 
das System der vorhergehenden canonischen Bestandtheile als Bestand- 
theil eines Systems den Differentialausdruck einer Hauptunterdifferential- 
oleichung, in welcher der Gruppenexponent r vorkommt, folgen lässt, so 
erhält man ein System normaler Differentialausdrücke, welches r einstellig 
enthält, und wenn man in derselben Weise jede der Hauptunterdifferential- 
oleichungen, bei welcher r vorkommt, verwendet, so erhält man Systeme, 
welche r einstellig enthalten und gleich Null gesetzt die sämmtlichen linear- 
unabhängigen Integrale dieser Gruppe liefern (No. 5 II vor b.)). 

c.) Wenn aber bei einem singulären Punkte von F„= 0 der Gruppen- 
exponent r aus Hauptunterdifferentialgleichungen, die in mehr als einem ca- 
nonischen Bestandtheil sich finden, hervorgeht, so ist unter Anknüpfung an 
No.5 HI und III in folgender Weise zu verfahren, um Systeme, die den 
Gruppenexponenten r einstellig enthalten, herzuleiten. F,„(y, x) sei darge- 
stellt durch das System 

3.) Ry,s)=y, Iy,d)=y, Ty,z), 

wo R, S, T Systeme normaler Differentialausdrücke sind, R sich auch auf 
y, T auf y, redueiren kann, und bei dem betrachteten singulären Punkte 
von F„=0 ein Bestandtheil von R den Gruppenexponenten r nicht enthält, 
in S alle Bestandtheile vorkommen, die r mit einem fixirten zugehörigen 
determinirenden Factor enthalten, ausserdem etwa noch andere Bestand- 
theile, die Bestandtheile in T r entweder nicht enthalten, oder mit anderen 
zugehörigen determinirenden Factoren, als jener fixirte ist. 

Wenn es nun ein oder mehrere Systeme normaler Differentialausdrücke 
giebt, welche den Gruppenexponenten r einstellig mit einem und demselben 
determinirenden Factor e” bei dem singulären Punkte von F„=0 enthalten, 
welche gleich Null gesetzt, Differentialgleichungen liefern, deren Integrale 
F,=0 erfüllen, so giebt es nach No.5 II auch ein solches System nor- 
maler Differentialausdrücke, welches r einstellig mit demselben zugehörigen 
determinirenden Faetor enthält und gleich Null gesetzt eine Differential- 
gleiehung liefert, deren Integrale F,=0 erfüllen, und in welcher die Inte- 
grale jener Differentialgleichungen vereinigt sind. Dann giebt es nach 


No.5 III auch ein System normaler Differentialausdrücke, welches an der 

Spitze eines Systemes solcher Ausdrücke zur Darstellung von S steht, und 

r einstellig mit demselben zugehörigen determinirenden Factor bei dem sin- 
d4* 
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gulären Punkte enthält, und welches gleich Null gesetzt eine Differential- 
gleichung giebt, die eben so viele linearunabhängige Integrale mit dem 
Gruppenexponenten r liefert, als die vorhin genannte Differentialgleichung. 
Folgt dieses System auf R in (3.), so erhält man ein System, welches r 
einstellig enthält und eben so viele Integrale der bezeichneten Art von 
F,„=0 liefert. Wenn in mehreren Systemen normaler Differentialausdrücke 
derselbe Gruppenexponent r einstellig mit verschiedenen zugehörigen deter- 
minirenden Factoren bei dem singulären Punkte von F„=0 vorkommt, diese 
Systeme gleich Null gesetzt Differentialgleichungen geben, deren Integrale 
F,=0 erfüllen, so sind die aus diesen Differentialgleichungen hervor- 
gehenden Integrale mit dem Gruppenexponenten r unter einander linear- 
unabhängig. Es ist daher zuzusehen, ob S durch ein System normaler Diffe- 
rentialausdrücke sich darstellen lässt, an dessen Spitze ein solches System 
normaler Differentialausdrücke steht, welches den Gruppenexponenten r ein- 
stellig mit dem bestimmten determinirenden Factor e” bei dem singulären 
Punkte von F,„=0 enthält, und linearunabhängige Integrale mit dem 
Gruppenexponenten r liefert in der Anzahl der Wurzeln der Exponenten- 
gleichung von e”F,„(e"y,x) = bei diesem Punkte, die sich von r nur um 
ganze Zahlen unterscheiden, gemäss dem in a.) und in No.5 11 b.) Gesagten. 
Zu dem Zwecke wird folgende Darstellung von S aufgesucht: 
(4.) S'(y,2) = y, S’y,®); 
S’ und S” sind Systeme normaler Differentialausdrücke; in S’, welches sich 
auch auf y reduciren kann, soll der Gruppenexponent r bei dem singu- 
lären Punkte in keinem Bestandtheile vorkommen. Der Differentialausdruck 
S” sei entweder durch ein System normaler Differentialausdrücke dargestellt, 
aus welchem ein System bei dem singulären Punkte normaler Differentialaus- 
drücke, in dem je zwei auf einander folgende zu diesem Punkte gehörende 
determinirende Factoren von einander verschieden sind, mit folgender Eigen- 
schaft hervorgeht. Dieses System beginnt mit einem Differentialausdruck, der 
als zu diesem Punkte gehörenden determinirenden Factor den fixirten e" 
enthält und einen bei diesem Punkte regulären Differentialausdruck hat, in 
dessen Exponentengleichung so viele Wurzeln, die sich von r nur um ganze 
Zahlen unterscheiden, wie in der Exponentengleichung con e”” F,„(e"y, x) = 
vorkommen. Oder S” sei nur durch ein solches System normaler Differential- 
ausdrücke darstellbar, bei dem ein unzerlegbarer Differentialausdruck an der 
Spitze den Gruppenexponenten r bei dem betrachteten Punkte enthalten muss. 
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In letzterem Falle ist zur Erfüllung der gestellten Forderung nothwendig und 
hinreichend, dass es eine Darstellung von S” giebt, die mit einem solchen 
normalen Differentialausdruck beginnt, der den determinirenden Factor e 
bei dem singulären Punkte enthält, und wenn man nebst diesem die fol- 
senden normalen Differentialausdrücke, bei denen der zu diesem Punkte 
sehörende determinirende Factor derselbe e” ist, herausnimmt, dass zu dem 
hierdurch hervorgehenden, bei dem singulären Punkte normalen Differential- 
ausdrucke ein bei diesem Punkte regulärer Differentialausdruck gehört, 
in dessen Exponentengleichung so viele Wurzeln, die sich von r nur 
um ganze Zahlen unterscheiden, wie in der Exponentengleichung von 
e”F,„(e”y, 2) =0 vorkommen. Um letztere Darstellung von S” zu er- 
halten, ist zu bemerken, dass wenn von einem Differentialausdruck, der durch 
ein System normaler Differentialausdrücke darstellbar ist, eine Darstellung 
gebildet wird, bei welcher man auf irgend einen an der Spitze stehenden 
normalen Differentialausdruck successive solche normalen Ausdrücke folgen 
lässt, die denselben zu einem bestimmten Punkte gehörenden determinirenden 
Factor wie der erste Bestandtheil haben, bis kein weiterer solcher Ausdruck 
folgen kann, das System der bis dahin auftretenden Bestandtheile einen 
Differentialausdruck bildet, der bei allen solchen Darstellungen, bei welchen 
derselbe zu diesem Punkte gehörende determinirende Factor auftritt, ein 
und derselbe ist. Denn wenn zwei verschiedene solche Differentialausdrücke 
beständen und man dieselben gleich Null setzte, so könnten die Integrale 
der einen der hierdurch erhaltenen Differentialgleichungen nicht in der an- 
deren enthalten sein, weil sonst auf den einen Differentialausdruck in der 
Darstellung von @ noch andere normale Ausdrücke mit demselben zu dem 
betrachteten Punkte gehörenden determinirenden Factor folgen würden. 
Vereinigt man nun die linearunabhängigen Integrale beider Differential- 
gleichungen in einer homogenen linearen Differentialgleichung, so ist in 
dieser der Differentialausdruck von höherer Ordnung als in jeder der beiden 
und durch ein System normaler Differentialausdrücke darstellbar, die den- 
selben zu dem Punkte gehörenden determinirenden Factor haben. 

Um nun die Systeme (5.) und (4.) darzustellen, hat man in folgender 
Weise zu verfahren. Aus der canonischen Form von F, wird folgende 


y 


Darstellung von F, hergeleitet. Der canonische Bestandtheil von F,, bei 


m 


welchem zuerst der Gruppenexponent r bei dem singulären Punkte auftritt, 


b(y,x) wird unter der Form B’(y, x) =y,, B"(y,,x) dargestellt, wo B'= 0 
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die Integrale der Hauptunterdifferentialgleichungen vereinigt enthält, in denen 
r bei diesem Punkte nicht vorkommt. Der eanonische Bestandtheil von 
F,, bei welchem zuletzt r vorkommt, D(y,x) wird unter der Form 
D'(y,z2)=yı, D"(y,,x) dargestellt, wo D’'=0 die Integrale der Haupt- 
unterdifferentialgleichungen vereinigt enthält, in denen r vorkommt. Das 
System der eanonischen Bestandtheile vor B sei A(y,x), das zwischen B 
und D sei C(y, x), das nach D sei E(y, x). Dann wird R gleich A(y, x) =y,. 
B(y.,2); S wird gleich B’(y,2)=y, Cy,2)=y, D(y.x); T wird 
gleich D’(y,x)=y,, E(yı,2). C kann sich auch auf y,, D’ auf 9, re- 
dueiren. Ist nun S bei dem singulären Punkte normal, so tritt es als 
S" in (4.) auf, S’ redueirt sich auf y. Ist S bei dem singulären Punkte 
nicht normal, so wird der erste canonische Bestandtheil des Differential- 
ausdruckes S aufgesucht. Sind unter den zu ihm gehörenden Haupt- 
unterdifferentialgleichungen solche, die den fixirten determinirenden Factor 
e” bei dem singulären Punkte enthalten, und bei denen die in ihnen ent- 
haltenen regulären Differentialausdrücke bei diesem Punkte Exponenten- 
gleichungen haben, deren Wurzeln, die sich von r nur um ganze Zahlen 
unterscheiden, in der Gesammtanzahl vorkommen, in der solehe Wurzeln 
in der Exponentengleichung von e”” F,(e”y, x) = 0 vorhanden sind, so werden 
die Integrale dieser Hauptunterdifferentialgleichungen in einer homogenen 
linearen Differentialgleichung vereinigt; deren Differentialausdruck wird an 
die Spitze einer Darstellung von S” gestellt, während S’ sich auf y redueitt. 
Wenn aber solehe Hauptunterdifferentialgleichungen nicht vorhanden sind, 
so wird aus jeder Hauptunterdifferentialgleichung dieses canonischen Bestand- 
theiles von S, welche den Gruppenexponenten r bei dem singulären Punkt von 
F,„= 0 enthält, die Differentialgleichung der höchsten Ordnung — 0, welche 
r bei diesem Punkte nicht enthält, und deren Integrale in jener Differential- 
sleichung enthalten sind, herausgezogen. Es kann dabei jedesmal nur eine 
Differentialgleichung von höchster Ordnung auftreten, weil zwei verschiedene 
auf eine solche Differentialgleichung von noch höherer Ordnung führen 
würden. Die Integrale der auf diese Weise erhaltenen Differentialgleiehungen 
und die Integrale derjenigen Hauptunterdifferentialgleichungen desselben 
canonischen Bestandtheiles, welche r bei jenem singulären Punkte nicht 
enthalten, werden in einer homogenen linearen Differentialgleichung ver- 
einigt. Deren Differentialausdruck, der also durch ein System normaler 
Ditferentialausdrücke darstellbar ist, wird an die Spitze einer Darstellung 
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von S durch ein System normaler Differentialausdrücke gestellt, der übrig 
bleibende Theil dieser Darstellung sei S". Nun wird mit S" gerade so 
verfahren, wie mit S verfahren worden ist. Es ist also zunächst zuzusehen. 
ob SC) bei dem betreffenden Punkte normal ist. Ist dieses nieht der Fall. so 
wird der erste eanonische Bestandtheil von SU’ genommen. Dann ist zu sehen, 
ob die Hauptunterdifferentialgleichungen desselben mit dem bestimmten deter- 
minirenden Factor bei jenem Punkte Wurzeln, die sich von dem Gruppen- 
exponenten r nur um ganze Zahlen unterscheiden, in der erforderlichen 
Anzahl liefern. Ist dieses nicht der Fall, so werden wieder aus den Haupt- 
unterdifferentialgleichungen, die r enthalten, diejenigen Differentialgleichungen 
höchster Ordnung — 0, die r nieht enthalten, herausgenommen und die 
Integrale derselben mit den Integralen der Hauptunterdifferentialgleichun- 
gen dieses canonischen Bestandtheiles, die r nieht enthalten, in einer Diffe- 
rentialgleichung vereinigt; deren Differentialausdruck wird an die Spitze 
einer Darstellung von S' gestellt, der übrig bleibende Theil sei S®. Dann 
ist in derselben Weise in Bezug auf S? zu verfahren. Dieses Verfahren 
wird fortgesetzt, bis man entweder auf einen Differentialausdruck stösst mit 
der ersten bei (4.) angegebenen Eigenschaft von S”, oder bis man zu einem 
solehen Differentialausdruck kommt, dessen erster ecanonischer Bestandtheil 
Hauptunterdifferentialgleichungen hat, bei denen sich aus keiner eine Diffe- 
rentialgleichung, deren Integrale diese Hauptunterdifferentialgleichung er- 
füllen, herausnehmen lässt, die den Gruppenexponenten r bei dem singulären 
Punkte von F,=0 nieht enthält; dieser Differentialausdruck ist dann S’” 
mit der anderen dort angegebenen Eigenschaft. 

bei der Ausführung dieses Verfahrens ist der Satz zu berücksichtigen, 
dass zwei Darstellungen eines durch ein System normaler Differentialaus- 
drücke darstellbaren Differentialausdruckes, die durch Systeme unzerlegbarer 
Differentialausdrücke gegeben werden, nur normale Bestandtheile enthalten 
können, und dass die Bestandtheile des einen Systemes mit denen des anderen 
sich so paaren lassen, dass die in einem Paare stehenden ähnlich sind. Und 
es ist der Satz zu beachten, wenn #&, und 7, Systeme unzerlegbarer nor- 
maler Differentialausdrücke sind und die Integrale von P,=0 und 7, = (0) 
von einander linearunabhängig, dass, wenn diese Integrale in einer Difte- 
rentialgleichung D,(y,) =yı, w,(y, x) = (0 vereinigt werden, w, durch ein 


System unzerlegbarer normaler Differentialausdrücke dargestellt wird, welches 
ähnlich ist dem System #,. (Vgl. No. 6.) Da man von S die Hauptunterdiffe- 
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rentialgleichungen bei dem ersten und letzten Bestandtheile B” und D', so wie 
die Hauptunterdifferentialgleichungen der etwa zwischen liegenden canoni- 
schen Bestandtheile von F,, kennt, so kennt man daher von einem Systeme nor- 
maler Differentialausdrücke, welches S darstellt, die determinirenden Factoren 
der einzelnen Bestandtheile und die Wurzeln der Exponentengleichungen ihrer 
regulären Differentialausdrücke bis auf ganze Zahlen. Man kann demnach ge- 
mäss den vorhin angegebenen Sätzen unmittelbar erkennen, ob S bei dem be- 
trachteten singulären Punkte von F,, = 0 normal ist, ebenso ob S' oder S® ete. 
normal ist; der zugehörige determinirende Factor ist dann der fixirte. Und 
bei der Aufsuchung der Hauptunterdifferentialgleichungen des jedesmaligen 
ersten eanonischen Bestandtheiles nach dem Verfahren von No. 8 III sind die 
fundamentalen determinirenden Factoren hier ebenfalls unmittelbar bekannt 
und die Wurzeln der fundamentalen Exponentengleichungen bis auf ganze 
Zahlen. Bei der Ausführung im Einzelnen, wo das Verfahren No. 7 II in 
Anwendung kommt, ist noch der Satz No. 6 Il b.) zu berücksichtigen. 

d.) Wenn untersucht werden soll, ob F,(y, x) bei einem singulären 
Punkte von F,=U sich auf die in No. 1 vor a.) bezeichnete Form bringen 
lässt, wofern dies sich nicht unmittelbar aus der canonischen Form gemäss 
b.) ergiebt, so sind die Differentialausdrücke der Hauptunterdifferentialglei- 
chungen durch Systeme unzerlegbarer Ausdrücke A darzustellen. Dann 
sind aus diesen Ausdrücken A die etwa bestehenden Systeme = zu bilden. 
welche die in No. 1 vor a.) angegebene Eigenschaft besitzen. Und nun 
ist gemäss den am Schlusse von e.) angeführten Sätzen über die Aehnlich- 
keit nothwendig und hinreichend, dass F, sich durch ein einem solchen 
Systeme 5 ähnliches >’ darstellen lässt. Es kann an jeder Stelle von F 
nur ein bestimmter Bestandtheil stehen, wenn je zwei A nicht ähnlich sind. 
Wenn aber unter den A ähnliche Ausdrücke vorkommen und =’ besteht. 
so kann man zunächst den normalen Ausdruck möglichst hoher Ordnung 
Gy, x) aufsuchen, der ein System für F,, unter der Form @(y,2)=y,, H({y,,& 
beginnt, und welcher durch ein System gegeben wird, dessen Bestand- 
theile dem ersten Bestandtheil in 2° bezüglich F& ähnliche Ausdrücke 
sind. Es kann nur einen Ausdruck @ geben. Werden nun aus dem 
Systeme >’ gewisse mit den Bestandtheilen von @ als ähnliche gepaarten 
bestandtheile gestrichen, so muss das übrig bleibende System die in 
No. 1 vor a.) angegebene Eigenschaft behalten und ist nach No.6 la. 


ähnlich einem Systeme für 4. Dann ist mit je einem der aus =’ und be- 
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züglich Z übrig gebliebenen Systeme und dem Ausdruck H in derselben 
Weise zu verfahren. 

Soll untersucht werden, ob F„=0 ein System Unterdifferentialglei- 
chungen hat, von denen jede bei einem singulären Punkte von F„= 0 sich, 
wie in No. 1 vor a.) angegeben ist, verhält, so sind aus den sämmtlichen 
A Systeme mit derselben Eigenschaft zu bilden. Dann ist zu sehen, ob es 
Systeme =’, welche letzteren ähnlich sind, giebt, so dass die Integrale von 
Z=-0F„=0 erfüllen, und ob die Integrale der Differentialgleiehungen 
2’ = () unter einander linearunabhängig sind (Abh. Bd. 83 No. 2, No.7 IV e.)). 

e.) Beispiele von Ausdrücken F,,(y, x), die durch eine normale canonische 
Form mit mehr als einem canonischen Bestandtheile dargestellt werden, kann 
man nach folgenden Angaben bilden. Es ist in Abh. Bd. 83 No. 8 I gezeigt 
worden, wie man ein System 7, von der Form 2,(y,z)=y,, x%,.(yı, x) mit 
zwei eanonischen Bestandtheilen 2, und z,, die normale Ausdrücke sind. 
bilden kann. (Es war dort &, regulär angenommen, man kann aber statt # 
RP (2"y,x) nehmen, wo 42 ein beliebiger determinirender Factor ist.) 
Es werden nun mehrere solche Systeme #,(r=|1,...n) gebildet, und die 
determinirenden Factoren in den 2, und z,(r=1,...n) alle von einander 
verschieden genommen. . Die Integrale von #,=0 (r=1,...n) sind linear- 
unabhängig (Abh. Bd. 83 No.7 IV e.)). Die Integrale von 2, = 0 (r=1,...n' 
werden vereinigt in F,=0, die von %,=0 und F,„=0 in Fu, (y,2)=yı, 
v,(y,2)=0 und die Integrale von v,=0 (r=1,...n) n Fy=0. Dann 
ist Fy(y,2)=Yı, Foy(yı,x) ein Ausdruck mit zwei canonischen Bestand- 
theilen. Die Hauptunterdifferentialgleichungen des ersten Bestandtheiles sind 
$,=0 (r=1,...n). Eine Differentialgleichung X= 0 mit unzerlegbarem 
Ausdrucke und einem determinirenden Factor aus einem x, für r=s, deren 
Integrale Fu = Yı, Fa(yı,2)=0 erfüllen, kann nicht bestehen. Denn 
werden die Integrale von &,=0 und X=0 in X(y,z2)=y, 9(y,2)=(0 
vereinigt, und F,„ auf die Form X=y, 9,=9,, $(y, x) gebracht, so würde 
sich aus No. 6 Ia.) ergeben, dass in #, = (0 die Integrale einer Differential- 
gleichung mit einem Ausdrucke, der X ähnlich ist. enthalten wären. Die 
Hauptunterdifferentialgleichungen des zweiten Bestandtheiles sind w, = 0. 

Ill. In der canonischen Form von F, sei der nichtnormale canonische 
Bestandtheil vorhanden. Derselbe sei F,_,(s, x), wenn N die Ordnung des 
durch das System der normalen canonischen Bestandtheile dargestellten 
Differentialausdruckes bezeichnet. 
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a.) Vondem homogenen linearen Ditferentialausdrucke F,_,(s, x) werde 
der reeiproke Differentialausdruck F,_y(s, 2) genommen (s. Abh. Bd. 83 


No. 7 V). Nun werde F,„_,(s, ©) auf die canonische Form gebracht, die- 


selbe sei yx(s,2)= Ss, Fy(sı, 2), wo Y, das System N’tr Ordnung der nor- 
malen canonischen Bestandtheile, F,, der niehtnormale canonische Bestand- 
theil ist, dessen Ordnung M sei, so dass m = N+M+N'. Die zu p, und 
F,, reeiproken Differentialausdrücke seien durch y,. und F', bezeichnet. Wird 
f, (durch ein System normaler Differentialausdrücke dargestellt, so erhält 
man aus diesem g, durch das receiproke System dargestellt, d. h. durch das 
System der reeiproken Differentialausdrücke, diese in umgekehrter Reihen- 
tolge genommen. Der reeiproke Differentialausdruck eines normalen ist 
selbst ein normaler, in welehem der determinirende Faetor den reeiproken 
Werth des ursprünglichen hat und der reguläre Ausdruck der reeiproke des 
regulären in dem ursprünglichen Differentialausdrucke ist (Abh. Bd. 83 No.7 V.. 
Ferner wird der Differentialausdruck F,_,(s, x) durch das zu einem Systeme 
von F„_y(s, x) reeiproke System dargestellt, also durch 

(D. Fıla,2)=#, rl,®). 

In diesem System kann sich F,, nicht auf s redueiren, wohl aber y, aufs‘. 
F,, lässt sich also nieht mehr durch ein System homogener linearer Difte- 
rentialausdrücke mit rationalen Coefficienten, in dem der erste oder letzte 
Bestandtheil ein normaler Ausdruck ist, darstellen. 

Was die Reduetion des Differentialausdruckes F,_,y(s, 2) auf die 
canonische Form betrifft, die nach dem Verfahren No. 8 c.) geschieht, so 
ist zu bemerken, dass für den reeiproken Ausdruck F,_y(s, x) bei den 
singulären Punkten von F,„=0, insofern sie noch in F,_, = 0 singulär 
sind, die fundamentalen determinirenden Factoren e” und die Wurzeln der 
tundamentalen Exponentengleichungen von F,„_,=U bis auf ganze Zahlen 
semäss No. 8 e.) bekannt sind. Der reeiproke Ausdruck von e”F,_y(e”s, x) 
ist aber e”F,_y(e””s, x), wie sich ergiebt, wenn man bei einem nichtsin- 
gulären Punkte von F„_,=0 ein System Integrale unter der Form No. ] 
‘.) entwiekelt und hieraus ein System Integrale von e”” F,„(e”s, x) = Ö unter 
der Form No. 1 (9.) herleitet, alsdann aus diesen, indem die reciproken 
Werthe der « in umgekehrter Reihenfolge genommen werden, die Integrale 
der receiproken Difterentialgleichung bildet (vgl. Abh. Bd. 83 No.7 V (18. 
19.)). Der charakteristische Index in einer homogenen linearen Differential- 
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gleichung mit rationalen Coeffiecienten und dem Coeffieienten der höchsten 
Ableitung gleich 1 f„(y, x) = 0 stimmt bei jedem Punkte mit dem in der 
reeiproken Differentialgleichung überein. Die Wurzeln der Exponenten- 
sleichung der einen Differentialgleichung unterscheiden sich von den mit 
entgegengesetzten Vorzeichen genommenen Wurzeln der Exponentengleichung 
der anderen Differentialgleichung bei jedem Punkte um eine ganze Zahl 
(Abh. Bd. 76 No. 3 (10.), Abh. Bd. 83 No. 7 V p. 137). — Es möge be- 
merkt werden, dass man, um diesen Satz nachzuweisen, auch folgendes Ver- 
fahren anwenden kann. Ist in f„y,2)=0 bei e=a der charakteristische 
Index gleich A 0, so ist zu zeigen, dass das Gleichungspolynom in 
der Exponentengleichung von f„=0 bei r=a, w(e), aus dem der Ex- 


ponentengleichung von f„= 0, x (r), dureh die Gleichung w (go) = (—-1)"""y(r 
hervorgeht, wenn r= —o+G-—1 gesetzt wird. ww G=nm,+m-—h, n 
u 


die Ordnung ist, in der der Coeffieient von in f„ unendlich wird. Die 


da”! 
Uebereinstimmung zwischen diesen beiden Gleichungspolynomen ergiebt sich 
durch das Verfahren (welches auch in anderen ähnlichen Fällen, Abh. 
Bd. 74 No. 6 (5.), Bd. 76 p. 284, 285 anwendbar ist), dass man in beiden 
Polynomen die Constanten, die aus den Coefficienten der Differentialgleichung 
f„ = 0 hervorgehen, durch die symmetrischen Verbindungen der Wurzeln 
der Exponentengleichung von f, = 0 ausgedrückt ansieht, alsdann die Ueber- 
einstimmung der Polynome zunächst für Werthe dieser Wurzeln, von denen 
je zwei sich nicht um ganze Zahlen unterscheiden, mittels passend ge- 
wählter Integrale von f„=0, die zu diesen Wurzeln als Exponenten ge- 
hören, nachweist; aus der Stetigkeit folgt dann die Uebereinstimmung für 
beliebige Werthe der Wurzeln. Man setze, um f, diesem Zwecke gemäss 
zu bilden, in einen Differentialausdruck Ater Ordnung mit dem charakteristi- 
schen Index A und der Ordnungszahl z,, in welcher der Coeffieient von y unend- 
lieh wird, F,(y, x), für ym—h beliebige Funetionen (r— a . (2 —a), © 
von Null verschieden, in denen je zwei r, sich nicht um eine ganze Zahl 
unterscheiden. Man erhält dadurch m—h Functionen s, bis s„_, von der 
Form (w-a)" "3 k,(2—a)'‘, worin k, von Null verschieden, die die Difte- 
rentialgleichung f„-, = 0 erfüllen. Dann hat die Exponentengleichung von 
F,(y,2)=s, rn &2)=fn(yx)=0 die Wurzeln r, bis r„_, Bildet man 


’ 
» 


nun h beliebige Integrale von F,= 0 unter der Form w,. u, / ur wdzx, ete. 


und aus den Grössen s, bis s,_, in beliebiger Reihenfolge genommen m — h 
25* 


































196 Thome, zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 


Integrale von f„_, = 0 unter der Form No. 1 (7.), alsdann aus den Integralen 
von F,=0 und f„_,=0 die Integrale von f„=0 unter der Form No. 1 (11.). 
so leitet man aus diesen Ausdrücken m—h Werthe des Integrales «;' von 


m 


“ 2 = 2 \ r [ 
f„ =V her von der Form (z—-a) 3 g,(2—a)'‘, wo g, von Null verschieden, 
() 


e=n,+m—h—r,—1, aus welchen die Uebereinstimmung der oben ge- 
nannten Gleichungspolynome für r, bis r„_, hervorgeht. — Aus dem oben 
(resagten folgt nun, dass auch für den Differentialausdruck F,_, bei jedem 
singulären Punkte von F,„= 0, insofern er noch in F,_,>= 0 singulär ist, die 
fundamentalen determinirenden Factoren und die Wurzeln der fundamentalen 
Exponentengleichungen von F,_,=0 bis auf ganze Zahlen bekannt sind. Bei 
allen anderen singulären Punkten von F„_y=0 ist der charakteristische Index 
gleich Null und die Wurzeln der zugehörigen Exponentengleichungen sind 
ganzzahlig. Nachdem F,_, auf die canonische Form y,(s,2)=s,, Fyu(s, 
gebracht ist, erhält man durch das reciproke System von p,„ das System 
für Yy. Dieser Differentialausdruck ist also durch ein System normaler Ditfe- 
rentialausdrücke darstellbar, von denen man die determinirenden Factoren 
und die Wurzeln der Exponentengleichungen bei den singulären Punkten 
bis auf ganze Zahlen kennt. 
b.) F„(y, x) hat nun die Darstellung 


/ 


6.) 2,y,2)=s, F,s,2)=8, 9,(8,8), 


wo 2, das System der normalen canonischen Bestandtheile in der canoni- 
schen Form von F, ist. Wenn man von dem reeiproken Differentialausdrucke 
F,„(y, x) von F,, der durch das zu dem Systeme (6.) receiproke System dar- 
gestellt wird, die canonische Form aufstellt, so braucht in dieser das System 
der normalen canonischen Bestandtheile nicht mit dem receiproken Ausdrucke 
von Y, zusammenzufallen. Dieses ersieht man aus dem Falle, wenn F, 
dadurch entstanden ist, dass die Integrale von ?,=0 und #,_,=0 in 
einer Differentialgleichung vereinigt sind, wo &, ein System normaler 
Ditferentialausdrücke ist, 7,_, ein homogener linearer Differentialausdruck 
mit rationalen Coeffieienten, der nicht durch ein System homogener linearer 
Ditferentialausdrücke mit rationalen Coefficienten, in dem ein normaler Ditfe- 
rentialausdruck an der Spitze steht, darstellbar ist. Ein solcher Ausdruck 
wird z. B. dadurch gegeben, dass bei einem singulären Punkte von #,_,=V\. 
bei welchem der ceharakteristische Index gleich m—N ist, kein Exponent 
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zur Bildung einer Hauptpotenz (No. 7 III 5.) sich vorfindet. Alsdann wird 
F, dargestellt durch 
1.) P,(y, x) u 5, Fon (s, 2), 


wo nach No. 6 Il a.) der homogene lineare Differentialausdruek mit ra- 
tionalen Coeffieienten F„_, nicht durch ein System soleher Differentialaus- 
drücke, an dessen Spitze ein normaler Differentialausdruck steht. darstellbar 
ist. Demnach ist ?, das System der normalen canonischen Bestandtheile 
in F„, und F,„_, hat die Darstellung (5.). Andererseits hat F, die Dar- 
stellung 

8) Pur) = 8, Kl, e, 
wo nach No. 6 II a.) %, durch ein System normaler Differentialausdrücke 
dargestellt wird, welches ähnlich ist einem Systeme für 2,. Die reeiproken 
Ausdrücke von 2,, #,_, und %, seien durch P,, #,_x; Zy bezeichnet. 
so hat F„(y, x) die Darstellungen y 

(9.) (9 z)=Yı, F, Yı,27)=Mn, Pl, T). 

(10) Wr) = Yı, Pa-n(Yı, 2). 
Mist Z2, N =m—-N-M. Wird nun N=m—N-—1 genommen, so ist 
N>N’, und es ergiebt sich aus (9.) und (10.), dass y, nicht das System 
der normalen canonischen Bestandtheile in der canonischen Form von 
F,(y,x) ist. Wenn eine Differentialgleichung ein System von Hauptunter- 
differentialgleichungen hat, so hat die reeiproke auch ein System von Haupt- 
unterdifferentialgleichungen. Wenn aber ein Differentialausdruck eine nor- 
male eanonische Form mit mehreren ceanonischen Bestandtheilen hat, so 
braucht der zu dem letzten dieser Bestandtheile reeiproke Ditferentialausdruck 
nicht der erste canonische Bestandtheil in der eanonischen Form des zu 
dem ursprünglichen Differentialausdrucke reciproken zu sein. Dieses ersieht 
man aus dem Beispiele, wenn man ein System @ von zwei normalen Diffe- 
rentialausdrücken mit verschiedenen determinirenden Factoren 2, und 2, 


nimmt, so dass in der Differentialgleichung @ = 0 nicht die Integrale einer 
solchen Differentialgleichung enthalten sind, in welcher ein normaler Diffe- 
rentialausdruck mit dem determinirenden Faetor (2, gleich Null gesetzt ist 
(8. Abh. Bd. 83 No. 8 I p. 145), und wenn man die Integrale von G= 0 
mit den Integralen anderer Differentialgleichungen A,,=0 bis H,,= 0, in 
denen normale Differentialausdrücke mit von den vorigen und unter einander 
verschiedenen determinirenden Factoren gleich Null gesetzt sind, in eineı 
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Ditferentialgleichung F,= 0 vereinigt. Diese Differentialgleichung enthäl! 
dann auch nicht die Integrale einer solchen, in welcher ein normaler Diffe- 
ventialausdruck mit dem determinirenden Factor 2, gleich Null gesetzt ist. 
Denn sonst müssten die Integrale derselben auch die Differentialgleichung 
@=0 erfüllen, weil anderenfalls, wenn man die linearunabhängigen Inte- 
grale beider Difterentialgleichungen in einer Differentialgleichung vereinigte. 
die Integrale dieser und die von H,=0 bis H,= 0 unter einander linear- 
unabhängig wären (Abh. Bd. 83 No. 7 IV e.)) und mehr als m linearunab- 
hängige Integrale von F,=0 bilden würden. Demnach ist der zweite 
canonische Bestandtheil von F, ein normaler Differentialausdruck mit dem 
(leterminirenden Factor £2,, während der reeiproke Differentialausdruck von F, 
F,, zum ersten eanonischen Bestandtheil einen solchen hat, zu dem mehrere 
Hauptunterdifferentialgleichungen gehören. 

ce.) Nachdem nun der niehtnormale eanonische Bestandtheil von F 
F,_y(s, x) die Darstellung (5.) erhalten hat, ist von dem Differential- 
ausdrucke g,(s,x) in (5.) die ecanonische Form nach dem Verfahren von 
No. 8 I e.) herzustellen, dieselbe ist also eine normale. Die Integrale der 
Differentialgleichung = bei einem singulären Punkte von F„= 0 werden 
nach I. oder Il. hergeleitet. Wenn bei einem solchen Punkte e=a F,(s, r) 
in (D.) normal ist, so werden die Integrale von F,= 0 bei demselben Punkte 
durch das mehrfache Integral No. 1 (9.) dargestellt. Werden die Integrale 
von P,=0 und = 0 bei diesem Punkte durch die mehrfachen Integrale 
No. 1 (11.) gebildet, und bildet man aus den mehrfachen Integralen für 
P,=04, F,=0 und 9, = 0 gemäss dem Systeme (6.) ein Integral wie No. 1 
(11.), so stellt diese Integralformel die m linearunabhängigen Integrale von 
F,„=0 bei diesem Punkte dar; dieselben haben Entwiekelungen der Form 
No. 1 (21.). Entsprechend bei e= x vermittelst der Substitution e=f. 
Kommt nun ein Integral von F„=0 in Betracht der Art, dass der Gruppen- 
exponent in dessen Entwickelung sich nicht in den Entwickelungen der 
Integrale von F,=0 und g.=0 vorfindet, so muss dieses Integral sich 
durch die Integrale von ?,=0 mit demselben Gruppenexponenten aus- 
drücken lassen, die Behandlung desselben kommt demnach auf die Betrach- 
tung dieser in dem Früheren untersuchten Differentialgleichung zurück. 


Greifswald. den 27. Juli 1880. 
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Ueber algebraische Beziehungen zwischen Integralen 
verschiedener Differentialgleichungen und deren 
Differentialquotienten. 


(Von Herrn L. Königsberger in Wien.) 


len habe vor kurzem in diesem Journal einen Satz aufgestellt, nach 


welchem — um hier nur den einfachsten Fall zweier Differentialgleichungen 
zu erwähnen — eine algebraische Beziehung zwischen einem partieulären 


Integrale einer beliebigen Differentialgleichung und einem partieulären 
Integrale einer anderen, aber irreduetibeln Difterentialgleichung unverändert 
bleibt, wenn man in dieselbe ein beliebiges anderes partieuläres Integral 
der irreduetibeln Differentialgleichung und ein dazugehöriges anderes der 
ersteren Differentialgleichung substituirt — und von diesem Satze bereits An- 
wendungen auf die Aufstellung des Abelschen Theorems für Integrale von 
Ditterentialgleichungen, auf die Untersuchung der Irreduetibilität von Difte- 
rentialgleichungen und auf die Feststellung der Form der algebraisch- 
logarithmischen Integrale linearer Differentialgleichungen gemacht. Bei 
einer Untersuchung, welche die algebraische Ausdrückbarkeit des allge- 
meinen Integrales einer Differentialgleichung dureh partieuläre Integrale 
derselben betrifft, brauchte ich eine Verallgemeinerung des oben ausge- 
sprochenen Satzes, welche sich auf die Erhaltung der Form einer alge- 
braischen Relation bezieht, die zwischen partieulären Integralen ver- 
schiedener Differentialgleichungen und deren Differentialquotienten statthat, 
und auf die Erweiterung des früher bewiesenen Satzes nach dieser Richtung 





hin und einige Anwendungen will ich im Folgenden näher eingehen. 
Sei die eine der Differentialgleichungen 


Br a dz d”2z 
(1.) F(z, a u WET ) = WU, 


\ dx da” 


und eine andere irreductible Differentialgleichung in dem von mir im neun- 
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zigsten Bande dieses Journals angegebenen Sinne 
2) fa, y = a I)0 
< B Y, dx ’ dr?’ EURE da" ’ 
und bestehe zwischen einem partieulären Integrale z, der ersten, y, der 
zweiten und den Differentialquotienten dieses letzteren eine algebraische 
Beziehung, welche wir in die Form setzen wollen 
' dy, d’y 
O2 \ 2 4ı 
(3. u y(z, Yı, dx ’ de Er 


zT 





so tolgt durch Substitution von (3.) und den daraus hergeleiteten Bezie- 
hungen 


ln 


die Gleichung (1.) die Differentialgleichung in yı: 


Il lan I nlam >.) 


" | a Cu Tour DuRen) En 


Da nun die Gleichung (2.) als eine irreductible vorausgesetzt wurde. 
und diese mit (d.) eine Lösung y, gemein hat, so muss dieselbe nach einem 
von mir a. a. O. bewiesenen Satze alle Integrale mit derselben gemein 
haben, d. h. es muss die Gleiehung (5.) wiederum erfüllt sein, wenn statt 
y, irgend ein anderes particuläres Integral y, der Differentialgleichung (2. 
gesetzt wird. Sei nun z, der durch die Beziehung 

6.) 2 = o(e, 9», m u A 


de’ da’ 


(4.) 








definirte Ausdruck, so werden auch die Gleichungen (4.) bestehen, wenn 
y, und z, .. durch 9, und z, ersetzt werden und somit die Gleichung 


kA la le) 
6.) ( 
u ynlz, 9, =, a er 
In 
(8. F(z, 2,, . u za = 0 


übergehen, d. h. es ist die durch die Gleichung (6.) bestimmte Funetion 
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ein Integral der Differentialgleichung (1.), oder anders ausgedrückt: es 
bleibt die Form der algebraischen Beziehung zwischen einem partieulären 
Integrale der Differentialgleichung (1.) und einem partieulären Integrale 
der irreduetiblen Differentialgleichung (2.) und dessen Ableitungen erhalten, 
wenn man für das letztere Integral ein beliebiges anderes partieuläres Inte- 
gral von (2.), für das erstere ein zugehöriges bestimmtes anderes partieu- 
läres Integral der Gleichung (1.) substituirt. 

So wird z. B. das partieuläre Integral z, = e”’+e* der Differential- 
sleichung 


d’z „ d 
-—7=5— +23 = (0 
de‘ dx + 
mit dem partieulären Integrale y, = e” der irreductibeln Ditferentialgleichung 
dı 
nA En U 
dx 
in der algebraischen Beziehung stehen 
nn = yıtyYı. 


und man sieht sogleich, dass, wenn man für y, irgend ein anderes parti- 
culäres Integral 9, = me” jener Differentialgleichung setzt, man nur für 3; 
das partieuläre Integral 2, = m’e’’+me* zu setzen braucht, damit wieder die 
Beziehung statthat 

2, = Y2 + Ya. 

Gehen wir nun zu dem allgemeineren Falle über, in welchem das 
Integral z, der Differentialgleichung (1.) und dessen Ableitungen mit dem 
Integrale y, der irreduetibeln Differentialgleichung (2.) und dessen Ablei- 
tungen in der algebraischen Beziehung 


dz, duz, dy, ) _g 


(9.) (2 PO ne ! 
\ vr m Z dan: Yu Ir 


stehen, und werfen wir auch hier die Frage auf, wie es mit der Erhaltung 
der algebraischen Beziehung (9.) steht, wenn andere partieuläre Integrale 
dieser Differentialgleichungen gewählt werden. Differentirt man die Glei- 
chung (1.) für 3=z, u-mal, die Gleichung 9.) m-mal, so erhält man 
m+u-+2 Gleichungen, aus denen man die m-+ +1 Grössen 

dz,  d’z, dmtuz 


“ 


de’ 


(A) 21. _, 


dx data 


eliminiren kann, und es wird das Eliminationsresultat eine Differentialglei- 
chung in y, sein: 
Journal für Mathematik Bd. XCI. Heft 3. 26 
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dy,_ d 
(10.) he, Yı, —, Zr ) er an 0, 


x 


welche bekanntlich wieder durch alle Integrale der Gleichung (2.) wird 
befriedigt werden müssen. Nehmen wir zuerst an, dass sich die Unbe- 
kannten (A) dieses algebraischen Eliminationsproblems als festbestimmte 
algebraische Funetionen der im Eliminationsresultat vorkommenden Grössen 
2 a. 


Yı — 


Mb —. 
d de’ dx’ 


ergeben, so dass 


‚=u(e, Yı, S- ) EN T-= (8, Yı, Lu rn | 


(11.) d’ dı 
—:—W (x, Yı, a .r. N 


ist, so werden die Gleichungen (1.) und (9.) in die algebraischen Differen- 
tialgleichungen in y, 


(12.) F' \d, w(z, Yı: n ER ar o„(z, Yı; dy, a = ( 


de 





und 
(15.) 2 Ic, w(z, 1 BEE N 9 (2, nl ER Yı: ne et 


ah und somit auch bestehen, wenn y, statt y, gesetzt wird. Setzt 
man nun 


dy, 
14.) » Yay , g 
so wird nothwendig auch 


. dy, dz dy, \ d’z, 
(19.) WW, («, Ya, z er k — = a WW, (z, Yr, u y TR .) — de’ 








„| eı 


sein müssen, da nach (11.) 


| day, } d dy, 
w,(z, Yan) > 77 o(z, Ya Fr, 





als Differentialgleichung in y, auch durch „, erfüllt werden muss, und 
dasselbe gilt für die höheren Differentialquotienten. Daher werden sich 
die Gleichungen (12.) und (13.) in die Form bringen lassen 


(16.) F(e, 22, =, . = z —)= = 0 


und 


V, 


(17) 9 (z, 3, =. = Ya, My N 


de da“ ’ 7° dx ’ 
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und wir finden also auch hier, dass, wenn man für y, ein beliebiges an- 
deres particuläres Integral in die zwischen den Integralen und ihren Ab- 
leitungen bestehende Beziehung (9.) setzt, diese Beziehung erhalten bleibt. 
wenn man nur für z, ein anderes bestimmtes particuläres Integral der Diffe- 
rentialgleichung (1.) substituirt. 

Aber es ist nicht nöthig, dass alle jene zur Elimination der Grössen 
(A) verwandten Differentialgleichungen von einander unabhängig sind, so 
dass sich z, als algebraische Function von y, und dessen Ableitungen 
ergiebt, sondern es kann der algebraische Eliminationsprocess wieder nur 
auf Gleichungen zwischen z, und y, und den Ableitungen dieser beiden 
Functionen führen. Sei z. B. die Differentialgleichung 
d’z ds 


. e 5 8 — ai — \= () 
ie tm “r-)-22(e-1) 


(18.) 
gegeben mit dem partieulären Integral 


tee) 
(19.) 3, >= e fe: de, 
so wird dieses mit dem particulären Integrale y, = e* der irreductibeln Diffe- 


rentialgleichung 


u dy 
(20.) Zu 


wie unmittelbar zu sehen, in der Beziehung stehen 


ds, . 
2x2, = Yı. 


(21.) dx 





Differentirt man nun die Gleichung (18.) einmal, so folgt für z = 
d’z, d’z, dz 


[A 











(22. —— ——- (2r-1)-2—-(e—-2)—-2z = (, 
22.) dx’ ” da’ 2r—1)-2 de ' 
und differentiirt man (21.) zweimal, so ergiebt sich 
a d’z 2 dz, dı 
BB) +4 + 2 
dx dx ' dx 
und 
| d’z d’z dz d’y 
24. _ +22 — 44 = —4 
(24.) d.ır’ ra de? 4 dx dx“ 
az nn d’z 
eliminirt man nun aus (22.) und (24.) die Grösse Tr, 80 folgt 
. l’z dz d’y 
a Fi 
\ de? - ” a a dx” 


und stellt man (25.) mit (23.) zusammen, so folgt 


26* 
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d’y, _ dy, 





. 


de “de 

oder stellt man dieselbe mit (18.) zusammen, so ergiebt sich 
dz, d’y, 

u ts = Zr 


welche mit (21.) verbunden, wiederum nur eine Gleichung in y, 


a 2 d’y, 

er 7 
liefert, ohne 3, und dessen Ableitungen als algebraische Funetionen von y, 
und den Ableitungen auszudrücken. In der That kann z,, welches durch 
(19.) definirt ist, nicht als algebraische Function von e*=y, dargestellt 
werden. 

Um daher die Richtigkeit jenes allgemeinen Satzes, den wir in dieser 

Arbeit feststellen wollen, zu erweisen, müssen wir den Eliminationsprocess 
selbst genauer verfolgen. Werde die Differentialgleichung (1.) in der Form 
dargestellt 


I" dz d”-1z 
») u‘ u TE u “ ( 1 ] 
\ pe vb. de" nl F LT, 31 )) dx h) ww den u“ ) . 
und sei 
d”+0z d; dr+e-1z dy 
2 1. ) ni pl ) (z PO —ı .0..» u are Mn —— n ) 
\ / de” ro f 3 1 de ’ dae"+te 2 1 ’ Yı ’ dx ’ 


die algebraische Beziehung zwischen z,, y, und deren Ableitungen, worin 
o eine positive oder negative ganze Zahl oder auch Null bedeuten kann. 
Ist e Null oder positiv ganz, so ersetze man in der Gleichung (27.) ver- 
möge der Gleichung (26.) und deren Differentialquotienten alle Ableitungen 
von einer höheren Ordnung als der (m—1)!e® durch die niedrigeren, so dass 
die Gleichung (27.) in 

u ie. ie) 


da"! de? dr In 
iibergeht; würde hierbei 3, mit seinen m—1 ersten Ableitungen herausfallen. 
so würde dies bedeuten, dass, weil das Resultat der Elimination wieder für 
jedes partieuläre Integral der Differentialgleichung (2.) bestehen muss, jedes 
particuläre Integral von (2.) mit jedem partieulären Integrale von (1.) ver- 
bunden der Beziehung (27.) genügen muss. Ist aber e negativ ganz, so 
werden wir statt (27.) schreiben können 
29.) er. _ b(z, © da, bee dy, BB 


z m... gr: & “ Q . 
der—« dt dem -e—] Yıs dx / 





NEE CEDIOS ’ 
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so dass die beiden Fälle zu gleicher Zeit behandelt werden können, indem 
man für den ersten Fall nur «@=1 zu setzen hat. Differentiirt man die 
Gleichung (29.) @-mal hinter einander, so folgt 


m—a+l- M— Om 
ja—etiz, a‘ (z ” da, de“ En. dy, 
der -e+! a tt m  YI r) 
Br... 5 ( dz, dr-e+1g dy, 
‚€ PR \ zn ge — ‘ in 2 “ u zz > ? 4 - “ ..“ .) 
30.) DB EEE, dan—arıı Ir 





dnz, d: de-1z dı 
Pn pr 1 ws J 
u emuub b(e, “| “ 2) ....» u . Yı “ m “ ..» & 


un dx dar! dx 


und daher nach /26.): 


lz dr-1z dı \ 
p (x En... | 4 
\ "3 dar Ir ger) 


31) \ 
en 3(« k dz, a) 
« 9 1, dx “ ...». Arm “u . 


| Setzt man in die Gleichung (31.) die aus den Gleichungen (29.) und 
30.) entnommenen Werthe der Differentialquotienten 
| a de=1z, 
dere ? dam -etl ? dar-a+r2 1 + ° der! 
so wird dieselbe übergehen in 
er. d”-Pz u dz. dmP-1g di \ 
(32.) ag m ve, 1, 1 + Tr Iun u N" 


r ML. el [3 ML. * . u * . 
worn 3 e@—1, und bildet man wieder durch successive Differentiation 


dr - A+lz dz dr—-Pz dı 
EEnnenn 1 — fi F - N 2. » Y \ 
—-.... el P, (z, 1% * u ‚ = _ 4 Yı 4 . Wr 7 


\ dam -P+1 dx de”—P dx / 
33 ) . 2 2 . . . ° ® ° ® 
% | . . 
dr—ar ine dz dr -.—i. dı 
Be arena I u P,_ (x 31, —— 4 ..». > er Y . Jı .. h 
a u Ya dx der—a-ı ? I) de 


so folgt aus der letzten dieser Gleichungen und (29 





dz, dr -@— 12 dı 

Be (e, 21» zo 0.6 dam—a- :  Yı, a ar .) 

34.) ! pu—a-ı ! 
dS ui 5 a 

i b(z, Be a. 


dx der e—! 


setzt man in diese Gleichung die aus (32.) und (33.) entnommenen Werthe 
ler Differentialquotienten, so erhält man 


‚as m Yz 5 m—y—in 
m Zr. a...) 





Er vr — 
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worin 7 P—1 ist. Bildet man durch Differentiation aus dieser Gleichung 


wiederum die folgenden 








dr-yr+ lz a X (x il dz, dr—y 2, dy, ) 
dar y+! a a mr 9 I te) 
(36.) (- er 
dr —ß S, x ( p dm—5-1 zZ dy 
> vor m c 2 “ RP _ ww ——.. Ai 2 a ii .). 


so ergiebt sich 


b dz, d"—-P—1z dy, 
97 x,_,(z, 31, - et ar . Yı, za >. .) 
I I,  ,M,.) 
» m dd’ dam 9 Yı, tert 





und setzt man die Werthe der Differentialquotienten aus den Gleichungen 

(35.) und (36.) im diese Gleichung ein, so mögen z, und dessen Ablei- 

tungen sämmtlich herausfallen, und sich das Eliminationsresultat ergeben 
88) flo m, F,...)= 0, 

dann wird der so vollzogene Eliminationsprocess offenbar den allgemeinsten 

Fall darstellen. Verfahren wir z. B. so in dem oben behandelten Beispiel. 

so folgt aus (21.) durch Differentiation (23.) und aus (18.) und (23.) dureh 


2 


ch u d’z ’ ’ 
Elimination von gr die Gleichung 


Pe n dz : ’ 
und dureh Gleichsetzen des Werthes von = mit dem dureh (21.) be- 


stimmten 
_ _W, 
er 7 
Sei nun 9, irgend ein anderes partieuläres Integral der irreduetibeln 
Ditferentialgleiehung (2.), und sei z», ein partieuläres Integral der Diffe- 
rentialgleichung (35.), wenn in dieser y, durch 9, ersetzt ist, so werden 
auch die Beziehungen (36.) für y, und 2, bestehen, und es wird daher die 
Gleichung (37.) befriedigt werden, wenn man 9, und 3, statt y, und z, sub- 
stituirt, da die durch die transformirten Gleichungen (35.) und (36.) defi- 
nirten Differentialquotienten in (37.) eingesetzt 


r(®, Ya, iM en 


dx 
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liefern, welches identisch Null sein muss. Es folgt daher aus der letzten 
der Gleichungen (36.) und der Gleichung (37.), dass 


dm—Pz dz dr-P-1z dı 
89 ai =) = Y, 
— P(z, 32, > mn ...» - un 1 . Yr; r .. N 


da"—P dx ’ dar Pl dx 


oder dass die Gleichung (32.) noch bestehen bleibt, wenn y, und z, dureh 
y, und 2, ersetzt werden. Da nun (32.) und die daraus hergeleiteten 
Gleichungen (33.) bestehen, so wird auch (34.) gültig bleiben, weil die 
Substitution dieser Differentialquotienten in (34.) die transformirte Gleichung 
(35.) identisch befriedigt, und wir finden daher wieder, dass auch die Glei- 
chung (29.) für y, und 2, besteht; endlich folgt aus (29.) und (30.) ver- 
möge der Gültigkeit von (32.), dass z, ein partieuläres Integral der ge- 
gebenen Differentialgleichung (26.) ist, und da die Gleichung (29.) die 
zwischen den Integralen und deren Ableitungen bestehende algebraische 
Beziehung ausdrückte, so folgt die allgemeine Gültigkeit des nachstehenden 
Satzes: 

Findet zwischen einem particulären Integrale einer beliebigen Diffe- 
rentialgleichung und einer Reihe von Ableitungen desselben und einem parti- 
culären Integrale einer ürreductibeln Differentialgleichung und einer Anzahl 
con Ableitungen dieses eine algebraische Beziehung statt, so bleibt diese be- 
stehen, wenn für das Integral der irreductibeln Differentialgleichung ein be- 
liebiges anderes particuläres Integral gesetzt wird, vorausgesetzt dass für das 
Integral der anderen Differentialgleichung ein bestimmtes anderes substituirt wird. 

So wird in dem obigen Beispiel irgend ein anderes partieuläres 
Integral der Gleichung (20.) durch 9; = ke” ausgedrückt sein, worin A eine 
Uonstante bedeutet, und man sieht, dass dann 

a = ne fetrda 


u 


nit 9. in derselben Beziehung (21.) stehen wird. 

Wir wollen eine Anwendung des oben bewiesenen Satzes auf die 
Form der Beziehungen machen, welche zwischen den partieulären Inte- 
gralen einer linearen homogenen Differentialgleichung zweiter Ordnung und 
den Differentialquotienten derselben bestehen können, schieken jedoch eine 


kurze Untersuchung der Frage voraus, ob es iiberhaupt irreduetible lineare 
homogene Differentialgleichungen zweiter Ordnung giebt, und wie diese 
beschaffen sind. 
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24 d’y dy 
) — 4 r —- = 0) 
(39.) de’ + P dx + Qy ( 


die zu behandelnde Differentialgleichung zweiter Ordnung, so folgt unmittel- 
bar, dass, wenn dieselbe irreductibel sein soll und die beiden Fundamental- 
integrale mit y, und 9, bezeichnet werden, zwischen eben diesen eine 
algebraische Beziehung nicht stattfinden kann; denn sei 





= fiz, yı), 
so folgt aus 
dp _ ofayı) ı efa,y) dy, 
de ox oY, de ' 
eu _ a) gen) Mm, Tan) (W Zar ’y, 
de Ki = ua 2 oroy, dx r .y? 4 de? 


dass vermöge der Gleichung (39.) 





9) (Vı N of) Ay, 
40. dx 2 oxcy da 


u er 2) PEN 4 gpa,y) = 


und somit y, einer algebraischen Differentialgleichung erster Ordnung ge- 
nügen würde, wenn nicht 


fey) _ Ten) _ 0, 


ey, oxrc0yY, 


: fl, ı : u - ) 
d.h. wenn nicht — Keil eine von z und y, unabhängige Constante ist: es 


Y, 

würde somit f(z,y,)= Ky,+L sein, worin K eine Constante, Z eine alge- 
braische Function von & ist, und daher L ebenfalls ein Integral der vorge- 
legten Ditterentialgleichung sein, was, da Z eine algebraische Funetion von 
x und die Differentialgleichung irreductibel sein sollte, nicht angeht. 

Nehmen wir nun an, die Gleichung (39.) sei nicht irreduetibel, wo- 
bei jedoch der Fall, dass die beiden partieulären Fundamentalintegrale 
in algebraischer Beziehung zu einander stehen, ausgeschlossen werden soll. 
und genüge eines ihrer Integrale Y,, welches nicht algebraisch sein soll. 
einer algebraischen Differentialgleichung erster Ordnung 

(41. F(x, Y,- A oder - = o(z, y). 


dx 
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Stellt man die Gleichung (41.) mit dem nach x genommenen Difte- 
rentialquotienten derselben 


4 „ BUN, re 


da’ or oy y\ır, y 

zusammen, so folgt, da Y, ein den Gleichungen (39.) und (41.) gemein- 
sames Integral sein sollte, 

Oy(z, Y,) 


0x 


> B) Y Ei. 4 7 ! E 
& en ı) y(e, Y)+Py(a, Y,ı)+oY, = U, 





(42.) 


Da nun Y, nicht eine algebraische Function von = sein sollte, so 
wird die Gleichung (42.) eine in Y, identische sein müssen, oder anders 
ausgedrückt, wenn man mit Y, irgend ein anderes partieuläres Integral der 
Gleichung (41.) bezeichnet, so wird dieses auch der Difterentialgleichung 


genügen 
d’Yy, 
dx’ 


dY, 


dx 





+P—-+0Y7 = 0, 


d.h. alle Integrale von (41.) sind auch Integrale der Differentialgleichung (39.). 
Seien nun y, und 9, zwei partieuläre Fundamentalintegrale von (39. 

so wird das allgemeine Integral von (41.). da es auch (39.) genügen muss. 
nothwendig die Form haben 

(43.) Y= Myı-+Np.,, 
worin M und N Functionen der Integrationseonstanten e sind. Sei nun 

(44) Y,=My+Ny und Y%=Hy,+N;y:. 

so wird allgemein 

(45) Y= RY-+STY, 
sein, worin R und S Funetionen von e sind, vorausgesetzt, dass nicht 

MH, N, — M, N, — U 

ist; aber diese Voraussetzung darf unbeschadet der Allgemeinheit der Unter- 
suchung gemacht werden, da, wenn im entgegengesetzten Falle dies stets 
stattfindet, ,=zY, für jedes < und daraus die Form der Ditfferential- 
gleiehung (41.) 


dı 
(46.) = = yw(x 
üX 


tolgen würde, worauf wir gleich nachher zurückkommen. 


Aus (45.) würde nun vermöge der Gleichung (40.) sich ergeben: 


(47) g(z, RY,+SY.) = Ry(e, Yı+Sy(ie, Y;): 
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nun darf aber Y, nicht eine algebraische Function von Y, sein, 


48.) Wyı+Nhy = w(M,yı+ N, y;) 
eine in 9, und y, identische Gleichung sein müsste — der Fall, dass y, al- 
gebraisch durch y, ausdrückbar ist, war bereits oben ausgeschlossen — 
und die Ditferentiation der Gleichung (48.) nach y, und 9; 

MwW=M, Nw=N, ode MN;—-MN=(0 und w= eonst. 
ergiebt, was wiederum gegen die oben gemachte Annahme verstösst. Die 
somit in Y, und Y, sowie in der Integrationsconstanten ce identische Glei- 
chung (47.) liefert nun durch successive Differentiation nach Y, und Y; 


öy@,RY+SY) _ ©4@Y,) _ dp@ Y,) 
 ARY+SY) ON or, 


da sonst 





und daher 
(49) ga, Yı) = v(e).Yıtx(e), 
wenn (az) und %(z) algebraische Funetionen von x bedeuten, worin, da 
mit Hülfe der Gleichung (47.) 
22) = (R+S)x(e) 


tolgt, entweder z(2)=0 oder R+S=1 ist. Jedenfalls muss also die 
Ditferentialgleichung (41.) die Gestalt haben 


dy 


(0) = v(a).y+X®), 


l 


worin also auch die Form der Gleichung (46.) inbegriffen ist. Ist somit 
eine lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung, deren Funda- 
nentalintegrale nicht in algebraischer Beziehung zu einander stehen, nicht irre- 
ductibel, so muss das Integral, welches sie mit einer Differentialgleichung 
niederer Ordnung gemein hat, einer linearen Differentialgleichung erster Ord- 
nung angehören, und zwar werden alle Integrale der letzteren auch Integrale 
der gegebenen Differentialgleichung zweiter Ordnung sein. 

Daraus können wir nun aber schliessen, dass alle Differentialglei- 
chungen zweiter Ordnung, deren Integrale nicht in der Form der Integrale 
der Gleiehung (50.), d. h. in der Form 


(w(e)dr fw(e) dx ” fu (z)dx 2 
ce +e fe ' x (z)dz 


enthalten sind, irreduetibel sein werden; so wird die Differentialgleichung 
zweiter Ordnung für die Perioden der elliptischen Integrale erster Gattung 
. , d& | 
<i-P)- +1 -B3) -—: 2 = 


dx’ ds 
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eine irreduetible, weil 

dg2 4 ku 

er 2 „E=yi Q+y(x 
sein müsste, und E nicht durch 2 linear mit in z algebraischen Coeffieienten 
ausdrückbar ist. 

Nachdem die Existenz von irreduetibeln Ditferentialgleichungen zweiter 
Ordnung und die Beschaffenheit derselben festgestellt worden, werfen wir 
die Frage auf, von welcher Form die zwischen zwei partieulären Funda- 
mentalintegralen und deren ersten Differentialquotienten etwa bestehenden 
algebraischen Beziehungen sein müssen, wenn die Differentialgleichung 
zweiter Ordnung als irreduetibel vorausgesetzt wird. 

Es mögen zuerst die Relationen untersucht werden. in die nur ausser 
den beiden partieulären Integralen und der unabhängigen Variabeln die erste 
Ableitung des einen dieser - eintritt, also Zen von der Form 

(51.) = fl, Yı, 

Nach dem oben ande Satze von 2 2 ıltung der algebraischen 
Beziehung wird die Gleichung (51.) bestehen bleiben, wenn wir u,y, statt 
y, setzen, vorausgesetzt dass my, +m,y, statt 9, substituirt wird, worin m, 
und m, von der willkürlichen Constanten «, abhängige Constanten bedeuten: 
es ist somit auch 


(92) mytmy = fit, wy, WYı 
oder 


93.) my tm flz, Yı, yı) = fir, ıYı, Auyı). 
welche Gleichung wegen der Irreduetibilität der vorgelegten Ditferential- 
gleichung zweiter Ordnung eine in y, und y, identische sein muss. Diffe- 
rentiirt man dieselbe nach y, und y,, so folgt 





oflz,uy.u,y x, 

I: Me Ya = u  POR Yı> 

ou, y, °Y, 

„fomy,ay) _ m, feyYı) 

1 u rgmih; Kanu — 2 . 
ou,y, oY, 


und differentiirt man nach u,, so ergiebt sich 








oflz, MY, 4, Yı) J Off, u, Yı, 4, Y,) Een dm, ww ) dm, 
7 + Yı ze. = 9 +flz, Yı, N) 
cu, Yı cu, Y, du, du, 

und hieraus vermöge der beiden letzten Gleichungen 


(54.) yı Of(z, Yı, Yı) 40 ı Of 9,1 Yı) 


Yı 





= afiz, yı, Yıl)+byı, 


oy, oy, 
worin a und 5b Constanten bedeuten. 
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Da diese Gleichung wieder wegen der Irreduetibilität der Differential- 
sleichung zweiter Ordnung eine in y, und y, identische sein muss, so können 
wir sie als eine lineare partielle Differentialgleichung erster Ordnung mit 
den beiden unabhängigen Variabeln y, und y, und der abhängigen f(x, yı, yı 
betrachten und erhalten zum Zwecke der Integration das System gleich- 
zeitiger totaler Differentialgleichungen 

day, _ dy, _ df 


Y, Y af+ by, 
deren vollständige Integrale 































. b 
y=ey, f=-eyi- um 


sind, und man findet daher als allgemeines Integral der partiellen Differen- 
tialgleichung (54. 


5.) fir, yı, yı) = Yıy )-— N 

worin p eine willkürliche algebraische Function bedeutet, in die die unab- 
hängige Variable x beliebig eintreten darf; setzt man diesen Ausdruck in 
Gleichung (53.) ein, so folgt leicht 


= u— A on 
Mm; U, . Mm, = er 2 u, 1 , 
2 z ] 


und man sieht aus der Bedeutung von a und 5b unmittelbar, dass diese 
Constanten numerische, d. h. nicht von «, abhängige sind; die allgemeinste 
Beziehung (51.) ist somit in der Form 


2») = nel) N 

enthalten. 

Soll endlich die Form der Beziehung 

57.) Fa, yı, 9, 9, 9)=0 oder p=fle, Yı, Ya, Yı) 
näher untersucht werden, so darf angenommen werden, dass nicht schon 
zwischen y,, y, und einer der Ableitungen y,, 9, eine algebraische Beziehung 
stattfindet, weil sonst mit Hülfe dieser Beziehung eine jener Ableitungen 
aus (D7.) eliminirt und nach dem Früheren die Form der algebraischen Be- 
ziehung festgestellt werden könnte. Ersetzt man in (57.) y, durch w,yı. 
also 9, durch m, y,+m,y,, worin «, eine willkürliche, m, und m, von dieser 
abhängige Constanten bedeuten, so folgt 


no \ ! i ! f I\ 
8) my tft, Yı, 92, Yı) = FÜR, try, MYyı my, uıyı), 
und da diese Gleichung der Annahme gemäss eine in Y,, %, Yı identische 
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sein muss, so folgt durch Differentiation nach diesen Grössen 








of, u, Yı, m, y‚,t+m, Yakaıyı) | oflz, uy,my-m,Y,, 4 %,) au 
ou, yY, o(m,y,+m, y,) 
of(z, Y,, Y., Y,) 
= m ——— 
oy, 
of(z, u, y,, my, +m,y,, u, Y\) ” of(r,y.,y..y, 
_— TR m = Mm: tl, 
c(m,y, + m,y,) 5 j oy, 
of(z, u, y,m,y, + m,y,,u,y\) Of(z, y,,Yı,Y,) 
r A = - U, mn Mm, er Mm; “ 
ou, Y, C Y, 


und differentürt man (58.) nach u,. so folgt vermöge der eben erhaltenen 
rei Beziehungen, wenn f(x, yı.%,%ı) kurz mit f bezeichnet wird, 


m, cf m, of ‚of [ dm, dm ] m, m, of 
— —y —— —y+-—li -+ Yyıt — Y: 
u, 0y, yi u 0oy, 917 oy, yı du, Try du, - + u, HT 7 yi 
dm dm 
N 2 
m © - 
I: du, r/ du, 
oder 
. of cf of 
99.) — + + by; +2 = Ay, +b 
I } Yı ey, ] ‚ay; | Y oY, ryYı F y' 4 Y; l f 


worin a, b, A, B Constanten bedeuten. Das zugehörige System totaler 
Ditterentialgleichungen 

dy, _ dy, n dy, 5 df 

vo oyH+Hl Y, Ay, +Bf 
liefert die Integrale: 


ay, m Ay, 
„--, f=yy’-5- 
ae u € 





Yı = MYı, yı 
und somit das allgemeine Integral der partiellen Ditferentialgleichung (59. 


Ze \ Bo ‚MY, P ay, \ _ Ay, a 
\ 60. f=Yı pi y, . (y>+ b—1 9: \ B—1 - Y2. 


worin p eine willkürliche algebraische Funetion bedeutet, und dies ist die 
| allgemeinste Form einer algebraischen Beziehung zwischen y,, 9. Yı, 9. 
\ in der a, db, A, B Constanten bedeuten, und wobei in die Function g die 
unabhängige Variable x eintreten darf. 

Schliesslich mag noch ein Beispiel für die Form der Relation (60.) 
hinzugefügt werden. Bekanntlich existirt für die linearen homogenen Ditte- 
rentialgleichungen zweiter Ordnung (29.) die Beziehung 


- (Pax 


yı a gayı = CE 


worin e eine Constante bedeutet: nehmen wir nun an, es sei 
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worin P, eine algebraische Funetion von x bedeutet, so wird jene Beziehung 
Yıyı —Yayı = cP, 
zur Klasse der von uns untersuchten gehören; in der That wird, wenn in (60. 


a 


dx 


vesetzt wird, diese Beziehung in 


A=.=0 Bei=- —1 
u _ Yı ( 
"ru .n N 


d log Pi 
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übergehen, und nimmt man die willkürliche Funetion 


so tolgt: 


oder 


nd 


Ü 


Ä 1 
= 


Y 


yi 


) 


\Wien. den 28. Deeember 1880. 


gl, u) = tFu+cPit, 


P y 
yyıte— 
Yı 


L 


Yıy-yıy = eP. 


cP 


untyn 


! 











Ueber mehrfache Integrale, welche durch eine Trans- 
formation der Varıiabeln ihre Gestalt nicht ändern. 


(Von Herrn S. G@undelfinger in Darmstadt.) 


In 15. Bande dieses Journals (S.S. 193— 198) hat Jacobi zwei merk- 
würdige 'Theoreme über eine gewisse Classe von Doppelintegralen mit- 
setheilt, welche nach Einführung von neuen Veränderlichen in ihre ursprüng- 
liche Gestalt zurückkehren. Im Anschlusse an diese Abhandlung hat 
Herr Rosenhain im 40. Bande S. 358 die Vermuthung ausgesprochen, dass 
analoge Sätze auch für mehrfache Integrale gelten müssten: für dreifache 
Integrale habe er solche durch allerdings weitläufige Rechnungen noch 
verifieiren können. Die folgende Note giebt, die fragliche Vermuthung 
vollständig bestätigend, den Beweis des folgenden T’heorems: 

Zwischen m Veränderlichen z,, &;, ... x, mögen eine homogene Glei- 
chung zweiten Grades und m—2 homogene lineare Gleichungen bestehen 


1.) =a,r+20:,%+'"+a,.0, =). 





\” = 9..+ 9%: m +'++ 0,7. =). 


Üy ) w = w; Tı + ID; T; + ET + D mKnm — 0), 
\#°) \ 
| = t, Cr 20,4 + Im En =UV), 
In beliebigen m—2 dieser Relationen seien die Coefficienten a,, v,. ... / 


,k=1,2,... m) homogene Functionen ersten Grades, in der (m—1) 
übrigen dagegen homogene Functionen zweiten Grades von m anderen Ver- 
inderlichen Yı, Ya; -:- Yu, so dass die Gleichungen 1.) und (1'.), in passende 
keihenfolge gebracht, bei der Anordnung nach Potenzen der y, in der Gestalt 


sich darstellen lassen: 
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vYyıt ryt'+ 0. Ym = UV, 


d,9ı +myp+'+WuYı — Ö, 


byıt ıypt+ InYm = UV, 
Auyıtzagyıyayt + Annyn = 0. 


Nimmt man ferner zwischen den Variabeln &,, &:, ... X,, sowie y,. 


Ann 


Yar 2. Y. zwei willkürliche Beziehungen an: 
{ 3. B (2, “ T; “ u. 2.) 2-2 0, P(y, “ Yr - ...% 6.) =. 0, 
derart, dass uP-+1 (resp. vB-+1) eine homogene Function u!” (resp. v'“) 


Grades der Yı, Ya: *++ Ym (FESP. Li, Kar... 2„) repräsentirt, so wird mil 
Einführung der Zeichen 








De a Ma ii ori 
ei oe 
Be aaa a Wa | 
©, Ü; . . ® Den V u. e a V i 
f 
| 
t, tl; 5 0 0 
(4,) \ 
| re 
| 
Uaı N; er (>, 107) 0.0. t, 
U — An A u TE (ne V, . 08 En 
dv, dv, ee () A 
t, t» er Ü re 


für eine beliebige Function U der Integrationsveränderlichen das (m— 1)-fach« 


(4a u. N J- Udy, dy,...dyn ar 
. P'(yn)l A 


ınter Vermittelung der Beziehungen von (1.)—(3.) übergeführt in 


ZUR z -/J. RE din dx, de, dan 
TEE 


Beweis. Bekanntlich ist nach dem Fundamentaltheoreme über Trans- 


Integral: 


formation mehrfacher Integrale: 
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- \ 
r 
\@Je 
\ , 


und (3.) 
vermöge der Relationen 
TeSp. Li, Kr, oe. mu. 
und (1°) ist* 


\ 


in (1.) 


E: 


PT 


= Z+(f(s)v (m)... (2.-,)):E+(f'(yı)o'(y.) 
worin 
. of of Oym 
\f \y,) a - 
r Oy, Oym y, 
6. = ; p=1, 
Ir ” Re of . of OL;n 
ad Or, Or, or, 
Setzt man den Nenner rechter Hand in /6. 
| D, d.h. 
| Zz+(f (y)v (y.)...t (yn-ı D, 


kann nach (6".) 


fl 


worin rechter Hand die Grössen y, 
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oy, Oda—ı\ 
u(z+24 Yı 92 „.OYm-ı\ 
O T, OX OLm 17 
- -d2, dr... d8,_.. 
P'(y„)y A 
durch ihre Werthe in den z. aus (2. 


zu ersetzen wären. 


( 3. Yn 
TEEN 


— 1)" z+(% 


Zu 


(resp. 


Oy 2 OYm 1 ) 
OLnm—1 


or, or, 


D in die Form gebracht werden: 


diesem Behufe denken wir 
x) als Funetion von Y,, Yax +. Y, 
so dass mit Rücksicht auf die 


uns zunächst 


1 


Gleichungen 


m—] 


der Kürze wegen gleich 





cf of OYym of of Oym of 
oy, OYm ©y, OYym-ı OYym OYym-ı ' OYm 
ov Ov Oym ov O9 OYym or 
oy, Oym oy, OYya-ı OYın Oym-ı Oym 
ot ot OyYm ol ot Oym ot 
oY, Oym ©y, OYym-ı Oym OYm-ı OYm 
oP 
), U), — - 
OYym 
D = = 
oP 
Oy,. 
u j ’ .,  OYm a 
oder, wenn man in der Determinante rechts die mit —”- multiplieirte letzte 
oY, 
Vertiealreihe von der pte2 Vertiealreihe (p=1,2,...m—1) abzieht und die 
Itelationen 
oP oP OoOym 
—+ 3-0 (p=1, 2 m—]) 
Oy» OYm OY» 
*) Cfr. Baltzer, Determinanten, 4. Ausgabe, S. 130. 


Journal für Mathematik Bd. XCI. 


Heft >». 































Gundelfinger, zur Theorie der mehrfachen Integrale. 


berücksichtigt: 
gr ’ n n n r 
o ov  ow ot oP oP 
D = z+(- ee Se 20.6 u © ): m" 


oy, Oy, Oy, OYym-ı Oym Öym 
Indem man ganz analog mit der Determinante I+(f (z,)e (2)...! (z,-,)) 
verfährt, ergiebt sich nach (5.) und (6.) 


re ot  oB 
U2+ ( BB. AHRENS = -) de, dz,...dzn-ı 


ti | öf ft OPN _ 


Pa )E+( | ), : 





oy, ©y, OYym-ı OYm 


Nach einem sogleich zu beweisenden Hilfssatze ist jedoch 





6 ov at oL . 
E79 die. MER. AUGE... ZBRE.: A RE © rn; ı 25 3 
or, 08, O2n-ı Em 
"Ye ME- DE RA =; 
» | a | —- 2 ) 
\coy, 0oy, OYym-—ı OYm : 


und daher 





F SS »)a.e.d. 
I Plz) yA 


Wofern speciell die Gleichungen in (1.) und (1°) derart beschaffen 
sind, dass sie dureh Vertauschung der x, mit den y, in die Relationen (2.) 
übergehen, und wotern überdies die Functionalzeichen ?P und 7 dieselbe 
Bedeutung besitzen, ist offenbar für U = 1 das Integral J ein solches, welches 
vermöge der Transformationen (2.) bis (3.) in seine ursprüngliche Gestalt 
zurückkehrt. 

Das noch zu erhärtende Hilfstheorem lautet: 

Für ein Werthsystem x,, &:, ... %,„, welches die m—1 Gleichungen (1.) 
und (1".) befriedigt, ist bei völliger Willkürlichkeit der u;: 


) 4 Er fer... )) = - Dat + 
Der Beweis ergiebt sich ohne Weiteres, wenn man in der mit 
H>+ f (1) 9%...4._,%;)) 


identischen Determinante **) 


Das Vorzeichen von y A kann beliebig angenommen, dasjenige von YA dagegen 
muss nach dem obigen Beweise der Gleichung gemäss bestimmt werden: 


. au, 0©y, OYm- _ — 
Nmz+(H .. ) = PryuyyArP'am) VA 


( , Or, (Bu- 1 
fr. Baltzer, l. e. S. 31. 
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d,, d,, en A Fe) u... 

8, d;; 5 A If (2 er "u * 

A, An? a A am If (,) O, a , U, 

-VrI4fla) If) ... Ifila,) 0 EZ - 

v, dv; er 0 ANETTE 

t, t, ru 0 wir m 

i u, u, Men u 0) Er . E 


die resp. mit z,, ... z,„ multiplieirten m» ersten Verticalreihen von der 
(m+1)ten Verticalreihe abzieht, in ähnlicher Weise mit den entsprechenden 
Horizontalreihen verfährt und die Gleiehungen (1.) und (1”.) berücksichtigt. 
Für die besondere Annahme «, = = st 0 +. m + +u,r,=1. 


da vB+1 eine homogene Function vter Grades der x, bedeutet, und daher 
im Hinblick auf B=V%: 


i AM AS2 IR 
| oP op OF 

Hier, +9 +2. vo. 1. 
| ox or. OL, 


Zum Schlusse mag bemerkt werden, dass aus dem soeben bewie- 
senen Hilfssatze unmittelbar die folgende Verallgemeinerung eines Aron- 
holdschen T'heorems (dieses Journal Bd. 61 S. 103) fliesst: 

Erfüllen die x, sämmtliche Gleichungen in (1.) und (1'.), ausge- 
nommen die erste Relation in (1'.); bedeuten ferner cl), el), .„.. ce 
(r=1,2,... m—2) willkürliche Grössen, und setzt man 


np 





N) r o | | r O N \ r © i \ 
= HP IP Ir. 9 LL) 
or, or, OLn / 
W, = (Vw+el’w,+:.+ceVw,) ete. ete.. 


so wird das Integral 


Pen / S+t(ce Ve. 2 Em 1 En) 

N (v2, +0,%,+'++ Um EEE, 1. Ban Ft, 
identisch mit 

BE N EN LCHESHUCHERBET TUCH 


u Fan eo" [: \#\. 
y(—1)r+t1A ” \ v T, + UT, + be = Un Tin ) 


*) Das Vorzeichen von y(—41)"+!A muss mit demjenigen tbereinstimmen, 


welches bei der Berechnung des Werthsystems &,&,...&„ verwendet wird, d.h. 
welches nach (7.) die Gleichung: 


2 24 (f’ (8, )0,W;.. lm Um) . - 1)" Alu, $, 2 U, $, 7 Ta Em 
für alle Werthe der u, erfüllt. 


l 


28* 
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darin ist 5), 5, +». 5, ein Werthsystem, welches sämmtlichen Gleichungen 
in (1.) und (1'.) Genüge leistet. 

Dividirt man nämlich den Ausdruck J vor dem Integralzeichen dureh 
die Wurzel Y(—1)"*'A und multiplieirt denselben unterhalb des Integral- 
zeiehens mit dem dieser Wurzel gleiehen Quotienten: 

_ SO EM Pa) tm na em) a — SEAN Dar +2: Imoı, EP’) 
fa) tree) + af lam)En f(S, ®) 
so erhält man 
| PRREIERFEN. / (E+ WM... nd) SEN Erlen) 
Y—lrt!A v.[E2)EH(W. ...TasFn_) 


Das Produet des Zählers im Integrale ist nach dem Multiplieations- 











theorem der Determinanten und nach einem oben erwähnten Satze**) gleich) 


=+(W....T,„-3Fn-:):(f(& &) do—v.f(S, de)), 
und daher 


o re / IS )do—vf(S, de) 
_= y(—I)r+14:« vf(&, x) 


„er 
Tan Wi Ge) ' rm 
7b 


=) Man hat dabei die beliebigen u, in dem Hilfssatze gleich 4f’(x,) gesetzt. 
Cfr. Baltzer 1. e. Seite 31. 


Darmstadt, im September 1880. 











Ueber die Transformation einer quadratischen Form 
in eine Summe von Quadraten. 


(Von Herrn S. Gundelfinger in Darmstadt.) 


Fast in allen Diseiplinen der Mathematik bietet sich die Aufgabe 
dar, eine quadratische Form: FZFa,x,x, (%, 4=1,2,35,...n) in eine 
P4 4 


Summe von (Quadraten linearer Funetionen der Veränderlichen x, zu ver- 
wandeln. Bekanntlich hat zu diesem Behufe Lagrange*) eine successive 
keduetionsweise entwickelt, welche für praktische Rechnungen an Einfach- 
heit und Eleganz nichts zu wünschen übrig lässt; wie die Arbeiten von 
Gauss über die Methode der kleinsten Quadrate und deren Anwendungen 
zur Genüge zeigen. (Man vgl. namentlich die „Disquisitio de elementis 
elliptieis Palladis“, Bd. VI der Gesammtausgabe, Seite 20 ff.) 

Eine tiefere theoretische Erforschung der Lagrangeschen Trans- 


formation hat Jacobi im 55. Bande dieses Journals 8. 266 ff. gegeben und 


<> 


insbesondere die dabei auftretenden linearen Funetionen der x, independent 
darstellen gelehrt, allerdings unter Voraussetzung einer derartigen Anordnung 
der Variabeln**), dass für mindestens eine Permutation «@, 9, y, ... v die 
heihe der Determinanten: 

04 o’4 


IS = Z2+(a,.Q0:.G,.). —, - - a A 
— wm? nn) OR. ? Ola 0438 v’ 


kein verschwindendes Glied besitze. 

Weniger gekannt scheint eine Darstellung der fraglichen Reduetion 
zu sein, welche Plücker im 24. Bande dieses Journals 5. 297 fi. angedeutet 
hat. Dieselbe besitzt wesentliche Vorzüge vor der Jacobischen Methode, 
ist im gleichen Umfange wie diese giltig und lehrt in direeter Weise die 


*) Nach Baltzer zum ersten Male 1759 in Mise. Taur. 1 pag. 18. 
=#) Man vergleiche hierüber Kronecker im Berliner Monatsberieht vom April 1874: 
„Ueber die eongruenten Transformationen der bilinearen Formen“ $ 1. 
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ursprünglichen Veränderlichen z, durch die transformirten (die oben er- 


wähnten linearen Funetionen) ausdrücken. Im Folgenden soll in weiterer 


Verfolgung des Plückerschen Grundgedankens eine sämmtliche Besonderheiten 
berücksichtigende Untersuchung des fraglichen Gegenstandes gegeben und 
namentlich auch auf den Fall näher eingegangen werden, in welchem 
zwischen den Veränderlichen x, lineare Relationen bestehen. 

I. Die Verwandlung einer quadratischen Form mit unabhängigen Ver- 
änderlichen in eine Summe von Quadraten kann unter allen Umständen 
vermittelst zweier Lehnsätze geleistet werden, von denen der eine mit Ein- 
führung der Bezeichnungen: 

A 2 +r(0,0..,0,,), A, BA i, k=1L 2... m) 
6a; 
tolgendermassen ausgesprochen werden kann: 

Lemma 1.*) Die quadratische Form u = =2ayy@,hk=1,2,. 
der willkürlichen Veränderlichen y; geht für A,„„Z 0 durch die Substitutionen 


(1.) y=m+(Am:Anm)Ym (p=1,2,... m—]) 


über in 


Er. u-—_-ua 7, +(A:Aum)Ym (P q=1, 2. ... m—]). 


v4 N ıq 
Fügt man ae h dem Systeme (1.) die evidente Gleichung 


„= (Au An) 
hinzu, so ergiebt sich durch mil des so erweiterten Systemes mit 
4,,, TESP. @,,, und nachherige Summation über p: 
. \anyıtaz, ++ an Ym = Aı Mt Mt tn Ami (> 1,2,...m—]) 
Pr la„y: +4,29 ++ 9,.mYm = Anını Fam Net "+ An m-ı Nm-1 +(A:A, m 


Indem man diese m Relationen beziehungsweise mit 9. 9, ... Y, multi- 
plieirt und hernach addirt, erhält man 


u Mey tmZSay tr time, mm rt (A: Anm)! )Yms 
eine Gleiehung, welehe in die zu erweisende (1°) übergeht, sobald man 
die Summen reehter Hand dureh ihre Werthe aus (1’.) ersetzt. 
Der andere Lehnsatz lautet: 


*) Dieses Lemma ist mutatis mutandis im Falle von fünf Veränderlichen bereits 
von Plücker l. e. ausgesprochen worden. 





di 


el 


S0 


Ist 


lie 
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Lemma 2. Ist A nicht gleich Null, verschwindet dagegen irgend eine 
Hauptunterdeterminante (m—1)'"* Grades, etwa A,,, so wird, A,., > 
angenommen”), durch die Transformationen ** 


(2.) y,=Y,+(4A,,:A a (Val... m—2) 


m,m 


(A:Amn-: Yu 1 -— H(A:A, 1) T Gun) Y-+ 1((A:A, . — 46, ) Y | i 
( u ) \ Ga A Y; — A 2 En a Ü, in @ * 
| Ym -_ a ae A 
die quadratische Form u übergeführt in 
2 ) ” = a Y/+ 2a. YYH+ +40. } a | j Y,_ı— ET 
Aın,m—] 


Beweis. Erweitert man das System (2.) um die selbstverständliche 
Relation y„_ı = (Aun-ı:Aunn-ı)Y»ı, und multiplieirt alsdann die einzelnen 
Gleichungen derselben mit «a, und a, „_,, so folgt durch Summation (wegen 
Ann =V): 

\Aıdı TAa2ypt'"TG,n-ı Ym-ı = Ay Y.+ A; ) PS SEII 7 WER ANNE 
von g=1 2...m—]). 


Indem man diese Relationen mit y, multiplieirt und über q summirt, 
‚jebt sich 


{ » 
oO 


er 
a4,9ı + 2a,»Y, yt'+ +0. n-: 
= Year Y.ZSa.y,t+ Yu... Sa.oY, (Q=4h 2, ... m—]), 
d.h. unter erneuter Anwendung des Systems (2'.) 


224a,%9%, = 2a, er (een: ul; nee L2, ... m—2). 


Da gleichzeitig nach 12. 





\ AnıYı Tr Am2Yyı Tr Te 
2.) | i A A 
je U a1 Yı+a, Y-+ + -+a, m—? ii Mi N mE Yn—ı, 
Am.m—I1 
so wird die quadratische Form: 
u. er a 9 nu 
u= - <a, YpY, + Ym (2 amı Yı F2a.m-1Ym-ı + GnmYm) 


*) Im Hinblick auf die Gleichung A= a„ı Anı + An? Am2 + + Amn-ıAmm-ı + AmmAmm 
ist für A. = 0 mindestens eine der Grössen Ayı. An2,; -». An,m—ı von Null verschieden, 

**) Die Substitution (2.) ist im Grunde identisch mit derjenigen, welche aus dem 
Lemma 1 vermöge Ersetzung von m durch m—1 hervorgeht. 
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vermöge des Systems (2.) übergehen in: 


ua = 22a,Y.Y+y.2a.Yıt2anYa+-+2a,n-. Ya: 
ZA 
+ y u Y —1 + Am Y ); 
an 
oder bei Einführung der Zeichen Y,_, und Y, nach (2’.) in: 


u= S>a, YY-+ BR... (Y„-Y)(I.-'t+Y.); 4. e& d. 


FF 


Mit Rücksicht auf das Folgende bemerken wir noch, dass eine Form u. 
welche den Bedingungen des Lemma 2. Genüge leistet und reelle Coeffi- 
cienten a, besitzt, nie definit sein kann, d. h. dass « durch passende 
jestimmung der Veränderlichen y,; Zahlenwerthe mit entgegengesetzte 
Vorzeichen anzunehmen vermag. Bestimmt man nämlich gemäss den Re- 
lationen (2.) und (2°) die y; derart, das Y,=0,... Y„.=0, dagegen Y,_, 
und Y, das eine Mal resp. O0 und 1, das andere Mal 1 und O werden, so 
erhält # das eine Mal den Werth A:A,,_ı. das andere Mal den Wertl 
— (A:A,n-ı) 

Dureh Combinirung der beiden Lehnsätze 1. und 2. lässt sich nunmehr 
eine beliebige quadratische Form 
[= Z22a,0,% (2, .=1, 2,...V) 


mit nieht verschwindender Determinante: I, = F+(a,4n...4,,) in eine 
Summe von Quadraten, wie folgt, verwandeln. Ist irgend eine Haupt- 
unterdeterminante (na — 1)ten Grades, etwa I, = ZH+(a,42...4,_1. 1), von 
Null verschieden, so giebt es nach dem Lemma 1. eine Substitution 


en N), . a ) 
= 0+t0” x,; ee m Ln-ı =. +, 


welche f überführt in 


Er ' d 
ar ? < z 2 n 2 
/ — dAıTı + 20,0% +"+,_1.-ı Tu—1 1. = Ty: 
n— 
r® .. 6) 1, 7 . 
Wird dagegen 4,_,=0, während etwa - = — von Null verschieden, so 
n,n—1 


kann man nach dem Lemma 2. lineare Funetionen ©, ©, ... x, der x, 


n 


finden, derart dass: 
| 2 f En 12 A. ‚1? '2\ 
f — 4,ı.%Tı + 2a. LI, 0 + 2 + d,-2n-2 Ln—2 + (A 7° EURE \d, TI, )* 
In beiden Fällen besitzen die von f abgetrennten quadratischen Formen 


S3a,x,2, (uv=1,2,..n—-1 ode =1,2,..»—2) 
14 v 





? 


W 


W 
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DV 
DV 
y 
nz 


nieht verschwindende Diseriminanten 


En) EA 9 Erlen... 


n .,n 


und können in gleicher Weise weiter redueirt werden wie f selbst. 

Man erhält so schliesslich das T’heorem, das von mir bereits an 
anderer Stelle (Hesse, Raumgeometrie, dritte Ausgabe, Seite 460) bewiesen 
worden ist: 

Wählt man die Permutation @,P,y,...v der Zahlen 1.2,3,...r derart, 
dass keine zwei unmittelbar auf einander folgenden Glieder der Reihe 


a 04, oJ, o’A. 
(8, Ö,: Pi “ u 7 . fr f r “ u 8 Üd,,, 1 
Olu«a OlA.a 0433 OA,a0qA, ‚pP Od,y 


verschwinden, so enthält die Form f bei der Transformation in eine Summe 
von Quadraten genau so viel negative Quadrate, als die Reihe (3., Zeichen- 
wechsel darbietet, wenn man bei Zählung der letzteren etwa auftretende Nullen 
weglässt. 

Nimmt man speciell mit Jacobi an, dass keine der Determinanten 


9 Ike ra u 


m 


Ad. 1 


verschwinde, so kann man durch eine fortlaufende Reihe von Transtor- 
mationen nach dem Lemma 1. die quadratische Form überführen in: 
\ A p) A 1 2 A au “a 
a) u A 2 ET r n— 2? RR ta ach“ ) ud 
} f I. n + 4 n—] r A RL Tu; 11 


2 n—3 


Dabei wird allgemein für irgend eine ganze Zahl m zwischen 1 und 
n (inel. der Grenzen) die Form 


a, TE) 2a," — m) a9) Le. ta 


l mm Lin = £ 
verwandelt in 
„n—m+1) „In—-m+1) ı „(n—m+1) „(n—m+1) A (n—m) „in—m) 
AT, BR er u 15 PER > it In . 1 u IL. 
I m— 
durch eine Substitution der Gestalt: 
(5.) arm) — a PET EREE —m) = 1, >, Er m—1). 

wofern die Grössen A,:4A,,. in (1.) der Kürze halber mit «” bezeichnet 


werden. Setzt man in der eh Gleichung (5.) für m der heihe nach 


*), Für A, = Ft a102...%-..— _ dies sofort aus der bekannten Identität: 
oA, 
Oa,.n—ı 
wegen I„-ı = 0 hat daher A„-r steis das nie Vorzeichen wie 4,. 
Journal für Mathematik Bd. XCI. Heft >. 20 


A = A u a u. -—( 
Odn—ı. n 
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n, a—1,... m und summirt alle so entstehenden Relationen, so ergiebt sich 
6.  —— — 2*-"+) +0") z,+ 0" Dem, L... + a) 2m) ( —— 1, 2, + m 1 . 


somit, indem man speciell Z>=m—1 annimmt und nachträglich k an 
Stelle von m—1 substituirt: 


6) Berta tet red + t+afVac) (k=12..n—1). 


Will man umgekehrt die Grössen x’ durch die x, ausdrücken, so 
erwäge man, dass nach (1’.) 


m— |] 


A : zer m) +4, ‚ar 9. + a is a) — Fr 4, "U 5° „aetl)_L. “+4, m 00 n—m+ 1) 


und dass daher durch die suecessiven Annahmen m =n, n—1,.... k+1 das 
System sich ergiebt: 
FR, 


n— n—k ' k ” .\ 
(6°, 35, = At Ha, Pt ta,” (g=1,2,...K). 


4 

Diese linearen Gleichungen für die Unbekannten a1", 2", ... a 
besitzen ex hypothesi eine von Null verschiedene Determinante (,) uni 
können in bekannter Weise aufgelöst werden. Sind in der Darstellung (4.) die 
Coeffieienten sämmtlicher Quadrate mit dem gleichen Vorzeichen versehen. 
so ist die Form f definit und kann für reelle a, und z,(%, 4=1,2,...n 
keine Zahlenwerthe mit entgegengesetztem Vorzeichen annehmen. Dieser 
Satz gilt auch umgekehrt: 

Fir eine wesentlich positive oder negative Form müssen die Glieder 
der Reihe (3°) sämmtlich positiv sein oder lauter Zeichenwechsel darbieten. 

Beweisen wir zunächst, dass keine Determinante in (3°.) verschwinden 
kann. Wäre nämlich etwa 4,_,(m=n, n—1,...2) die erste verschwindende 
Determinante in der Reihe (3%), so geht f durch die Annahme 


En BEER 0 
über ın 


d;; I + 2a I; T + er + Anm Tin b) 


d. h. in eine quadratische Form, welche den Bedingungen des Lemma 2. 
(senüge leistet und somit durch passende Bestimmung der willkürlichen 
Veränderlichen z&,, ... x, ihr Zeichen zu wechseln vermag *). 


) U nabhängig von den Ausführungen zu Lemma 2. und besonders für den ersten 
PR in der Theorie der Maxima und Minima geeignet ist der foigende Beweis. 
Man setze nu= 5 N a,rı2 (k,l= 1,2...m) die V eränderlichen Sr 22 20. Emmi TEBP- 








{ 
Y 
’ 
; 
R 
; 
i 
i 
H 
’ 


enne ua nneinee are 
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ebracht 


Eine definite Form f kann daher stets in die Form (4.) ge 
werden, und die ihr zugehörigen Determinantenquotienten (4,:4,_,) müssen 
sämmtlich das gleiche Vorzeichen haben, da f bei gegentheiliger Annahme 
bald positiv bald negativ werden könnte. 

Uebrigens hätte sich in ganz derselben Weise zeigen lassen: 

Die quadratische Form f ist stets dann und nur dann wesentlich negatir 
(bez. positiv), wenn die Reihe (3.) für irgend eine bestimmte Permutation 
ae, 9, 5 ».. v der Zahlen 1, 2, ... n lauter Zeichenwechsel (beziehungsweise 


Zeichenfolgen) darbiete. Werden also diese Bedingungen von den Gliedern 


in (3.) bei einer beliebigen Permutation der Zahlen 1. 2. ... n erfüllt, so 
haben dieselben auch für jede andere Permutation statt. 


Ss green anne nen zen nn u eng am nich 


Der Fall, in welchem die Determinante 7, gleich Null ist, kann 
nunmehr leicht erledigt werden. Um die Vorstellung zu fixiren, mögen 
sämmtliche Subdeterminanten (m + 1)!e® Grades von Z, verschwindend ange- 
nommen werden, dagegen sei mindestens eine Subdeterminante m’ Grades 


von Null verschieden. etwa: 


Ga Ghz d,, 
Ba 55 
ee] " ni im le es 


Gnı Ad 5 . .. An: 


n 


worin &, 3, ...& irgend welche bestimmte m Zahlen aus der Reihe 1. 2. ....» 
bedeuten*). Alsdann besteht. 


f; = Qu +4,20 +: +a,7, kei 2, N 
gleich Anı, Am; ».- An.m-ı. Alsdann wird wegen A,„„n =V) für beliebige Werthe 
VOR 252 

ou __ | 
a. um 2, rn Fre + dm ? — Am Ems = 1,2..n—1] 
.n | 2 
De; | | | 
= an, tan, + + Gumtm = At mn, 
OLn f 
und 
ou _ ou ., ou 
| u=4-—ı +4-——2, + +4 — ro. = In (2A+ Aum En). 
OL, OT, i OL m 


Da ex hyp. die Determinante A nicht verschwindet, so kann offenbar durch geeignete 
Verfügung über x, das Product mi2A+Aa,mnX%n} sein Zeichen wechseln. 


*) Das Raisonnement im folgenden Texte lässt sich ohne Mühe auch auf den Fall 
anwenden, wenn an die Stelle von 1, 2, ... m irgend welche m andere Zahlen aus 
der Reihe 1, 2, ... » treten würden. 


29* 
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vesetzt, für alle Werthe der 
Ga 3 + u fi 


J 


d;, 





dy;3 


a U 3 a 


m& 


a Pen u; 


Äl !D 


i=m+1l, m+2,...n) 
eine Gleichung, welehe vermöge Entwiekelung der Determinante nach den 
Klementen der letzten Verticalreihe die Gestalt annehmen möge: 
)  ef+te!fi+c®fp++c”fu=0 (i=m+l, m+2,... 

Darin ist das System der Grössen e, ce’, ec”, ... ec!” von den x; unabhängig. 
und die Determinante e ex hyp. von Null verschieden. Setzt man daher 
8. = X + nu tele t+ tePx):ce (l=1, 2, ... m) 

und fügt die evidenten Relationen hinzu: 
t,=crz;c (i=m+l1l, m+2,...n), 
so folgt dureh Multiplieation dieser Gleichungen mit a,, resp. «a, und 
Summation über / resp. ö, unter Rücksichtnahme auf 
fi = d;, N, +a,Ä,+ u O.m A, k Zi L 2, ... m), 
und 
[=- ftir tt +, = X, Zac ++ 
. X, fı + Ayfı + ie + A, Mi 
- = Au + 2a, A, A; + + Um An 


P>->/ FEB» 


ın m 


Da die x, völlig willkürlich sind und somit nach \8.) auch den X, beliebige 


Werthe zuertheilt werden können, so braucht man an Stelle der Form f 
lediglich die quadratische Function der m unabhängigen Veränderlichen A 
zu betrachten. Diese letztere besitzt eine nieht verschwindende Diseriminante 
I + A4,4@n...d,,„). $Netzt man nämlich in dem Systeme von m Gleiehungen 


DENE I de AR en 0 OR ee 1 ar 


027 
I) 


r o_, ö \ a. 
= (Sa a ++ 4, A, - a 


) 


— \ 
Ba, A...’ 





OT, 


die Veränderlichen &,.41. Zu42, +. x, gleich Null, d.h. nach (8.) X, = x, 80 
ergiebt sich durch Vergleiehung der Coefficienten von x, in 9.) 
















N 


I 
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oX ON, OXn 
d,, = d,, u. 5 + dl), _ . + ee z On n 
OT} OT C 


7 Hz} 


7 


h=ea,ß, ; i=1l, 2... m) 


also nach dem Multiplieationstheorem der Determinanten 
” oX, OX, OX, 
C — Z+ (A102...) 2+( s - OR ). 
OL 0%3 02, 7 
Da e nicht verschwindet, so ist jeder der beiden Factoren auf der 
rechten Seite der letzten Gleichung ebenfalls von Null verschieden.*) Ein 
anderer Beweis für das Nichtverschwinden von I+(a,, 4»4;,...4,,). der 
nur Sätze aus der Determinantentheorie benutzt, ist folgender. Nach Vor- 
aussetzung besteht das System von Relationen: 
dA; ds . . . d;; d;, 


dt; Fe u 


pe N (kan @,ß,..8) 
. . ne # = 1,2... 0), 
Onc GO, ) ® ® ® ns Un 
Ad I Ad h3 u dt, £ d hl 


oder vermöge Entwickelung nach den Elementen der letzten Vertiealreihe: 


ne = —4..C. 


d,,CH’+M,,ch” _- ... + dt 
Gemäss dem Multiplieationstheorem der Determinanten ist daher 


un Try „62 m m „Mm y 
ln El) a (TV Erle...) 


— (— 1 m e" N ı 
Il. Sind die Veränderlichen der Form f nicht willkürlich, sondern 
durch v lineare Relationen: 
* = 9, +99 + +0, =U, 


D == 7 u. „te... 0; MR | 
(10. l vo, 2, +0, -w,x 0. 
, 


mit einander verknüpft, so lässt sich auch jetzt noch für f eine der La- 


re ih, +1,80 ef ® 


grangeschen analoge Transformation in a—v Quadrate angeben, und zwar 
vermittelst zweier anderen Lehnsätze, zu deren coneiser Fassung wir fol- 
gende Bezeichnungen einführen : 


..*) Wenn also sämmtliche Subdeterminanten (m +1)!" Grades von 4, verschwinden, 
uicht aber alle Subdeterminanten m" Grades, so hat immer mindestens eine Haupt- 
unterdeterminante m'®" Grades einen von Null verschiedenen Werth. Cfr. Hesse, Raum- 
geometrie, 3. Ausgabe, S.S. 453 — 454. 
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61 In :::- de dh WM, oe 


I In ::.: un dr WM... 


- 


d,, l a mz . u " d m En w m 2 - an ! 


(11.) A=| ’ ü 
%, 5 0 oO Ba 


eg m er 


oA , oA 2 oA 
(23) Au=———, V=——-, W=- 
Od; or, om, 


Lemma 5. Das simultane System der quadratischen Form 
12.) vw =-2332304M Üük=1 2... m) 
7 + 


und der linearen Formen 


ve = dv ı Tot tonYn; 
PR = WW NT pt +W,Y,: 
(12°,) ıYyı tr WayaT Im 
I, = hy, rhyp + +luY 
wird durch die Substitutionen 


\ 12 .) Y, — 0.r (A,, . en Y 9 (A 


mm - V 2 (pP = 1. 2 .0.o. N — 1) 
übergeführt in 


19°, " = A, + 2a ı ++ an-ım-1 mit (A: Au Y 
(\1Z2.) i y m 
—2y,„V„e+ W„w+-+T,0:A 


m 


(12°) u = w,n,ı+ Tr’ - 10a 


mm *» 


e = ntoNMHt to 


m—] / Pr ’ 


# = im tm + tin im-ı: 


Beweis. Wie beim Lemma 1. wird zunächst nach (12°) und auf 


(rund elementarer Determinantensätze: 


OHM 


| 3 ou u A. TA, ur re, 1m Yan ] m Ü, + N m m, +.)1 A, 
>=1,2,...m-]) 
12.) 
N CH N ' ) . 
3 R . — d 1 N; r U 2 ar a si On.m—1 m-1 r Ym (A . A mm ) 
Yn 


— Yn\ # © 7 W, oz + Nr + T AR |. A 


m mm 9 





g 


St 


S0 


d,; 
Di: 


vei 
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somit 
Bett nat 
un: N 2 - + N: 3 nn r che + Nm -1 3 - + Y \« l . Ka 


„ Yın ( A [2 + W, (db) + ale + T,, E) . A 


mm 9 


welche Gleichung das fragliche Lemma erweist, wenn man das unmittelbar 


ersichtliche System (12%) benutzt und die Differentialquotienten n 

(p=1, 2, ... m—1) durch ihre Werthe aus (12°) ersetzt. 
Lemma 4. Ist für A= 0 die Subdeterminante A,, gleich Null, da- 

gegen A„n-ı von Null verschieden”); setzt man ferner der Kürze weyen 


oa | 
Bun — WR . TOR \ q — # 2. u m Bm 2 m ) 
Pr Oldm—1,m 1% A ,,m 
( 15. ) ng i 9 N 
(m—1 O4 AR. O4 
a FR rn FR 
Olmn—1,m—1T Um OAim—1,m 1 0W m 





so bestehen vermöge der Substitutionen: 


Ha N A, m dis 
tb y„=n+- — Ym-ıt <—— Y%„ v=1, 2... m—2) 


A m] m mm 


die Identitäten: 


\ 5 SZ a,n,n4 |Ym — (Ym-1 Yu) A: A, 


f ’ r N V ° 
(r.) ! - 2 (v } mt w W,, + +H+t Bu Ym-1 Ani 
2/0 ver’. m ww»+... + LT“ > Yn:4 m.m 
r,s=1L2 ... m—2); 
® Ba en, +0 +++ 09-2102 
(13°,) = w,Nı Tr 0», nt" t+%.-207n-2; 


|; = ihn tbm te H+t m-2- 


m—? "Iim-— 
Beweis. Definirt man Y. dureh: 
(14.) Y; — Y, + (Au: Aun-ı) Yn-ı (r us 5 2, Mm — 2), 
so wird nach Hinzufügung der Identität 


Ym-ı _ Mn. An) Bones 


*) A ist offenbar eine homogene Function (rn — v)'" Grades der Coeffieienten 
@,;, und befriedigt daher die Gleichung (n—v)A= 2,8, Ava. (iR =1,2,...n). 
Dieselbe zeigt, dass stets mindestens eine Subdeterminante (etwa A„,„_.ı) von Null 
verschieden ist. 
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und mit Rücksicht auf A,,=0: 


A mm 


m—?2 # ım—? 


\919ı + Y2 a zuhalee uu Ren TORE = oh to h+--+t 2 
w, Y; ae , Y,+ ... = Wn_2 Y 


(14°.) u en 


e 
m 2 


Ferner ist: 


gem + Un Y: 7 BR + d,,n—1Ym-1 —— a1 } ıt U,2 Y,+ z + O,,m-2 } m—? 
(14°.) | 


Um-— 

\„+wW.+-) .)— in (»=1,2,... s—1), 
m,m—] 

somit: 


== a,y,Y, = Y,.Za,y,+ + ‚fi 2<4,-,9) 
l 4 v 


— 15 0,9,- rw! 9: Wu+ SE (»,qg=1,2,...m—]), 
2 m,m—1 


oder mit Benutzung von (14, 


=2a,y,9, = Z=2a,Y,Y—2|V..Zo,y,+W,.. £w,y, +: Ann 
! { ee ? 2 
r,s=1, 2... m—2\. 


)a überdies 


(en Yı + U 2 Y: + ei. + Om—ı YUn—ı ung A, Y + U, Y; 7 vr + On m—2 Y, 2 
(14°. Tr 
Ey Ber Yami — (ev, nt u o,W „+ 


YUm—ı 
\ Da 


A m,.m—] 


9 
J 


so geht die quadratische Form «, d.h. 


vy | 9, FR 2 
= . dl ,, Y,Y, + 2y = Ay, 5 Ü,nm Y 


vermöge (13°) nach Ersetzung von y,„ durch den Buchstaben Y, über in: 


w=22a,Y7,Yot+ 2A: A,n-1)Yn-ı na 2 Vne+WnWw+')Yn-ı: Anm, 


14‘, le 
| 0, o=1,2,3,...m—2, m). 


Aber nach Lemma 3. erhält man dureh die Substitutionen: 


/ 


\ 15.) Y, nn N), + MM . P- BEER, Y,, r — 1. 2, ... m ie 2 ’ 


mm m I. m 
f) 


Bar 


0 © 


,Y,=2vun, Zw, = Zv,n,; 


vd Y, 4@ == = a,,n, n.+ ER | Y: —2V ap A 
\ 


eo =], Eee m; r,s=1,2,.... m—2), 


helationen, welehe im Vereine mit (14.)— 14“) das Lemma 4. erhärten, 
wenn man nachträglich wieder y, an Stelle von Y,, setzt und noch berück- 














W 
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IV 
— 
wi 


sichtigt, dass wegen A,, = 0 


MA... u 9 N? )*). 


Auf Grund der beiden Lehnsätze 3. und 4. ist es nunmehr leicht, eine qua- 
dratische Form Z>a,x,x,, deren Veränderliche den » Gleichungen (10. 
(Genüge leisten, durch eine Reihe successiver Transformationen in eine 
Summe von »—v unabhängigen Quadraten zu verwandeln. wenigstens so 
lange die Determinante A,"*), die aus (11.) für m =» hervorgeht, nicht 
verschwindet. 

Wenn nämlich eine beliebige Hauptunterdeterminante (2 — 1)ten Grades, 
etwa A,_,. von Null verschieden ist, so kann man nach Lehnsatz 3. eine 
lineare Substitution angeben, welche bei völliger Willkürlichkeit von x, die 
Form f in die Gestalt überführt: 

f = 11. +2 R+ "+0, _.1 + (A:A,_N). 


und bei welcher die &,...x,_, durch die Relationen verknüpft sind: 


1 +9 m +" +0, uı8_, =. 
’ ! f 

wc tm + +Ww,_, X. = V$. 

tz +2 He +, _ 1, ı =UV. 


„=, und A.’ 0, so lässt sich auf Grund des Lemma 4. 
f verwandeln in: 


Ist dagegen A 


> 2 < / )) . A, In—I1 ) ) \ 
f= ms +2. mn 4++0...0. 24 7 (1-0) —8-): 
I mm 
während gleichzeitig die x, (r=1, 2, »—2) durch die Gleichungen 
beschränkt sind: 
+92 + + „2 TC? nu VD, 


1 +, + +1 et. 


Man kann so, indem man die suecessiven Transformationen genügend weit 
tortsetzt, a—m unabhängige Quadrate von f abtrennen, während die Va- 
tiabeln der übrig bleibenden quadratischen Form, sie heisse etwa: 


*) Es ist bekanntlich identisch 
Adem = Ann Au-ı,m—1— Anm-t: 
Für A, = 0 ist daher 4, stets entgegengesetzten Vorzeichens wie A. 
*#*) Allgemein möge A; die aus A für m =i sich ergebende Determinante sein. 
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u = d,, yı+t an yıya +’ +4.mY 


den Bedingungen zu genügen haben: 


v, Yı FooY2 + t0nYm = v, 
vo Yı rin pt +W.Y on 0, 


tıyı + by + +bnYm u 0. 
ie fortlaufenden Substitutionen sind jedenfalls so lange möglich, bis ent- 
weder m gleich v»+1 oder gleich »+2 geworden ist. Die erstere An- 
nahme ist erlaubt, wenn A,,, 0, die zweite dagegen, wenn A,» =0 und 


A,.,=0%. Für A,,, <= 0 ist jedenfalls auch mindestens eine der Grössen 
oA,; I r . . Ban 
= (@=1,2,... v+1) von Null verschieden, da in der Identität 
( ( (£ IX 
4 0 Ayzı Wr OAy+ı Art _ oA, u 
IE Ic OAgp OMua  0Qp3 0043 
’ a . ee z i u En 
einestheils die Differentialquotienten — a sämmtlich verschwinden ** 
Aca 76) 
. . Y . oOA,.ı 
anderntheils nicht alle Subdeterminanten - m "wegen 
aß = 
< 9 OAy4ı < 
(n—rv—1)A,.ı = =, Gap (8, B=L 8 ...#+l) 
2; ap 


Null sein dürfen. Man kann daher das Lemma 3. nochmals anwenden, und 
die schliesslich übrig bleibende quadratische Form wird alsdann, wenn 
etwa @—=»v+1 angenommen wird, von der Gestalt: 


(16) am t+2anm++a,n,, 


mit den zugehörigen v Bedingungen: 


RE te +to,n, =, 
(16°.) ’ 
B n+hn: RR EN =(. 
e oA,. u. 
a nach der gemachten Voraussetzung — —"—, somit auch, gemäss der 


Or Hr +1 
Gleichung: 


*) Das im Texte anzuwendende Raisonnement gilt natürlich auch dann, wenn 
nöthigenfalls die Combination 1, 2, ... m durch irgend eine andere Combination 
m‘ Classe aus den Zahlen 1, 2, ... » ersetzt werden müsste. 


**) Cfr. Baltzer, Determinanten, (4. Ausgabe), $. 4, 2. 





ü 
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OA,.+1ı { ‘ 
BEN. ce > (—1)’ =+(v, Wrr..t, F zs+ ©, D;. .. t, ” 
Od,+41,,+1 


“ 


die Determinante I+ (ve, w....t,) selbst nicht Null ist. so muss nach (16. 
1,=n=""=n,=0 werden, d.h. die quadratische Form in (16.) verschwindet. 
Wäre dagegen A, =0 und A,.,=(0, so sind die Bedingungen des 
Lemma 4. erfüllt, und lassen sich zwei weitere Quadrate absondern. während 
die schliesslich übrig bleibende quadratische Form wieder Null wird. 
Zusammenfassend kann man im Hinblicke auf das Trägheitsgesetz 
der quadratischen Formen und auf den Umstand, dass die Determinanten A 
und Z,„ in Lemma 4. entgegengesetzten Vorzeichens sind, das T’heorem 
aussprechen: 
Für A, = V lassen sich aus der Reihe 1. 2, .. nstetsn—v-—1 Zahlen 
&, PD, ... € derart finden, dass von den Grössen 
oA, o’A, gr ri A 


Olao Ola 0453 OAau 0Q33...0q 


it 


(17.) A ei 


n 


& 


keine zwei unmittelbar auf einander folgende verschwinden. Die Anzahl 
Zeichenwechsel, welche die Reihe (17.) nach Weglassung der etwa vereinzelt 
auftretenden Nullen besitzt, ist genau gleich der Anzahl negativer Quadrate. 
welehe eine den bedingungen (10.) unterworfene quadratische Form f bei der 
Verwandlung in eine Summe von (n—v) Quadraten darbietet. 

Aehnlich lässt sich auch das andere T’heorem des Abschnitts ] 
übertragen: 

Soll f beim Bestehen der Gleichungen (10.) (die ©,, a,;, ®,. w,...t, als 
reell vorausgesetzt) keine Zahlenwerthe mit entgegengesetztem Vorzeichen an- 
nehmen können, so muss die Reihe (17.) für mindestens eine Combination 
n—v—1)'” Clase a, 9, ... e aus der Zahlenreihe 1, 2. .... n entweder 
lauter Zeichenwechsel oder lauter Zeichenfolgen darbieten. 

Um auf den Fall A,=0 näher einzugehen, wollen wir annehmen, 
dass sämmtliche Subdeterminanten verschwinden, welche aus A, vermöge 
gleichzeitiger Unterdrückung von beliebigen (m —1) Horizontalreihen und 
m—1) Verticalreihen der a,, hervorgehen, dass dagegen mindestens eine 
Subdeterminante von Null verschieden sei. welche die a,; nur in m Hori- 
zontalreihen und in m Verticalreihen enthält. Sei etwa, unter @, P, ... € 


l 


*) Baltzer, ]. e. 








irgend welche bestimmte m Zahlen aus 






















d,; 


Ad OB ::: di 


ee = Una da mß . da me 
®, 03 ®, 
i_ l; . . . t. 


A). dıa Sr d;; 


A, d,3 . . . d,; 


Be a FE 
r 


mE 


nr Aa Mi 


ı1D 


7 l; ee ° 


Vertiealreihe übergehen möge in: 


übergeht in: 


19) | 


®:C + v, cd+ d, c() + ... + On cm) u () 


3 1X FOR 


der Reihe 1, 2, ... 


®| 


BD) 


Um 

() 

( 
m; 


Alsdann ist e. h. für alle Werthe der x, 


Ü 


@= m+l, m+2 


18) het +Re + + me” +0 

Für alle x,, welche das System (10.) befriedigen, wird diese Gleichung 
15°.) in der Form vollkommen identisch mit (7°.), so dass durch Substitu- 
tionen der Gestalt (8.) die den Bedingungen (10.) unterworfene Form / 


’ + in X, 


25 


2 


m 


0 


0 


n) 


m 


0 
0 


— 0, 
—(), 


— 0%), 


*) Man erwäge, dass nach Definition der cd in (18*.): 
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<<). 


welche Gleichung durch Entwiekelung nach den Elementen der letzten 


Wer, 


(19.) f = a, A, + 20, A, Aa ++ 0,n{,. 

und die Gleichungen e=0, w=(0,...t=0 in: 
vÄ+0rÄ,+.-+0,ÄX, 

| vw A, +mÄ,+.-+w,Ä, 


\ 


ete.e t=m+1, m-+2,.. 


n verstanden: 
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IV 
o.,. 
B 
=] 


Man hat also lediglich die Form 234, X,X,G, k=1,2,...m) zu 
behandeln, in der die Grössen X, dem Systeme (19%) Genüge leisten. Die 
zu diesem neuen Systeme gehörige Determinante A (efr. 11.) besitzt einen 
von Null verschiedenen Werth, wie man leicht aus dem Umstande schliessen 
kann, dass die Gleichung (18°) für alle Werthe von ö zwischen 1 und 
inel. der Grenzen) giltig ist, dass also speciell auch (efr. Schluss des Ab- 
schnitts D): 


— CA, = Ach) Haze” +. ta," +0 Bd,+ +, 
Beier. ea 2... 


Stellt man nämlich die Determinante F+ cl) cY...c‘” in der Form dar: 


1} 2 m x 3 “ 
were... Er T, 
1 2 (m L re re 
DL. T 
1 2 m x L 
ü . Er .. DE TE ee 4 
0) () 1 () 


() () u () 1 tr 


0 A _ 0.0 er 
so ergiebt sich nach dem Multiplieationstheorem der Determinanten: 


A . + ( u ey ce”) — FAR ] m ce" ı L 


Darmstadt, im September 1880. 




















Ueber eine Eigenschaft der Unterdeterminanten einer 
symmetrischen Determinante. 
(Von Herrn J. N. Hazzidakis in Athen.) 


\ an denke sich in der symmetrischen Determinante 


dıı Ar ..«. A 
d;, d,; . * . U, A 
d,ı d,2 ® m Gun 


wo a,,=a,, ist, dıe Elemente a,, als ganze Functionen einer Veränder- 
lichen » mit realen Coeffieienten und bezeichne den Coeffieienten des ersten 
Elementes a, in Z mit 7,,. in Z/, den Üoefficienten des ersten Elementes 
4, Mit Sa. IN I,» den Coefficienten des ersten Elementes a, mit I»; 
u. s. w., und bilde so die Reihe der offenbar symmetrischen Determinanten: 

(1.) d, Ay Sum; Aus; - ++ Sum 


von denen jede dem Üoefficienten des ersten Elementes in der vorhergehen- 
den gleich ist: dann ist die so gebildete Reihe der Functionen (1.) eine 
Sturmsche Reihe für die Gleichung /=0 und für das Intervall von » = a 
bis = b unter folgenden Bedingungen: 

1.) Es soll keine von den Funetionen (1.) identisch, d. i. für allı 
Werthe von ® verschwinden. 

2.) Die Summe 


. i au... 0 
(2. < U, I u I, ir anne 1, # 3. er 2 


soll in dem Intervalle «...b nicht verschwinden. 

Die Funetionen (1.) behalten noch ihre Eigenschaft, wenn die zweite 
Bedingung durch die folgende ersetzt wird. 

2'.) Die quadratische Form 


zu; 0,02, el 2... ws vl...) 


ii) 
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deren Coeffiecienten von »& abhängen, soll für alle Werthe von w, die im 
Intervalle a...b liegen, definit sein und nur dann verschwinden, wenn alle 
7, 2%, ++. 7. gleich Null werden. 


Wir betrachten zuerst den Fall, wo es in dem Intervalle «...b keinen 
Werth von ® giebt, für den zwei auf einander folgende Functionen (1. 
zugleich verschwinden: dann wird die angegebene Eigenschaft aus folgenden 
Kigenschaften der Funetionen (1.) geschlossen: 

a.) Das letzte Glied der Reihe verschwindet nie, denn es ist gleich 1. 

P) Wenn für einen Werth von » eine der Funetionen 4,,, I,» U. 8. w. 
verschwindet, so haben die zwei ihr benachbarten Funetionen entgegen- 
gesetzte Zeichen, so dass die Anzahl der Zeichenwechsel der Reihe (1.). 
wenn @, stetig wachsend, durch einen solchen Werth hindurehgeht. unver- 
ändert bleibt. 

Dies folgt unmittelbar aus den Identitäten 


IA — I:: a I.Aın 
8.) | Isa Iı133 Inn . I. I 1123; 
|Inaa- Anna Irma ans Iuın- Ans 
uU. Ss. W. 


wobei 4,,.7.,,. den Coeffieienten des Produetes «,, 


4,4, in 4, d. i. den 
Coeffieienten des Productes «,,.a, in F,, bedeutet. 
oT } u) 


Die erste dieser Identitäten findet man. indem man das Prodnet 


dı An A: ».. Am Ay An I I. 
d;; da U 2E . . . d,, I, In Ins s . . « T,,, 
u u ir ae 0 1 u 
Tr Pie Ver 25 0 0) 0 a 


berechnet; die übrigen lassen sich auf ähnliche Weise aus den Unterdeter- 
minanten I, Au» U. 8. w. finden *). 

y.) Die Wurzeln der Gleichung 4=0 sind in dem Intervalle «...b 
alle einfach. 

Die Ableitungen von 4 und 4, nach » sind folgenden Doppel- 
summen gleich: 


*) Baltzer, Determinanten $ 6, 2. 
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I 


| RR | el 
SS = Zu, I. i I, = za,dıu Fr | > 
y 1. 2, oe 


J 


und da zwischen den Unterdeterminanten die identischen Gleichungen 


4.4, —4,,.4h zn I.Iıu 


bestehen (Baltzer, 1. e.), so folgt, wenn man mit «@,, multiplieirt und über 
alle Werthe von «,»v summirt, 


4.) IS —AıI = Za,,duAw; 


und da für eine Wurzel höherer Ordnung / und 2’ zugleich verschwinden, 
so würde auch die Summe verschwinden, was der Voraussetzung 2. 
widerspricht. 

d.) Wenn w, alle Werthe a...b durchlaufend, dureh eine Wurzel de: 
Gleichung #/= 0 hindurehgeht, so wird in der Reihe (1.) ein Zeichenwechsel 
verloren, wenn die Summe (4.) positiv, und gewonnen, wenn dieselbe Summe 
negativ ist. 


Die Formel /4.) lässt sich auch so schreiben: 


d, ; 
a(;) m=1,2,3,... m 
2 un a 1. , ra Be Be 
u de =, dd \r =. 23... 


Wenn nun die Summe (4.) für alle Werthe o=a,..b stets positiv bleibt. 
. . I . 
so wird der Quotient - . bei wachsendem & stets abnehmen und allemal von 


— x zu + übergehen, wenn .Z/ verschwindet, so dass dabei in der Reihe (1. 
jedesmal ein Zeichenwechsel verloren geht. Im Gegentheil wird bei jedeı 
Wurzel ein Zeichenwechsel gewonnen, wenn die Summe immer negatiı 
bleibt. Aus diesen Eigenschaften folgt unmittelbar die angezeigte Eigen- 
schaft der Funetionen (1.). 

Wenn für gewisse Werthe von ® (im Intervalle «...b) zwei oder 
mehrere auf einander folgende Functionen (1.) gleichzeitig verschwinden, so 
kann man stets durch beliebig kleine Variationen der Coeffieienten von a, 
das gleichzeitige Verschwinden zweier auf einander folgenden verhindern. 

Es verschwinde die Funetion 4,,» ,,; dann ist 


A 12..- Ba) @,,04 + Aı2.fo4 PR Ye ned 
und wenn man schon das gleichzeitige Verschwinden der Funetionen SI»... 
und Sya.osncsn verhindert hat (was für die zwei letzten der Fall ist), so 
kann man die Coefficienten von 4,.,;1, Welche in den folgenden Funetionen 
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nicht vorkommen, beliebig wenig und so variiren, dass die Function 4,06 
nicht verschwinde. 

Da nun offenbar die Variationen der Coefficienten so klein gewählt 
werden können, dass die der variirten Determinante 4+0d4 entsprechende 
Summe 


) 


Za,, Au I, + OBa,, Iu 4, 


für alle Werthe w=.a...b dasselbe Zeichen beibehält wie die ursprüngliche 
2.) und die Eigenschaften «.), P.), y.), Ö.) für die Determinante /+04 be- 
stehen bleiben, so folgt, dass die Anzahl ihrer Wurzeln, welche zwischen 
a und 5b liegen, von der Reihe 


(6. I+04, I, +04: Au»toAur .; Aa 


nn 


angegeben wird, indem man statt » die Werthe a und 5 einsetzt. 

Man kann aber annehmen, ohne der Allgemeinheit zu schaden, dass 
für o=a und für = b keine von den Functionen (1.) verschwindet; folg- 
lich werden beide Reihen (1.) und (6.) bei hinreichend kleinen Variationen 
dieselbe Anzahl Zeichenwechsel haben und die Anzahl der Wurzeln der 
varürten Gleichung /+04=0, welche im Intervalle a...b liegen, wird 
noch von der Reihe (1.) gegeben. 

Die beiden Gleichungen /=0 und 4+04=0 haben aber im Inter- 
valle @...b gleich viele reale Wurzeln; denn bei hinreichend kleinen Varia- 
tionen der Coefficienten (welche real vorausgesetzt sind) bleiben die ima- 
sinären Wurzeln imaginär und die realen wieder real, mit Ausnahme der 
realen Wurzeln höherer Ordnung, von denen einige imaginär werden können; 
solche Wurzeln hat aber die Gleichung /= 0 nicht. 

Daraus folgt, dass, wenn die Bedingungen 1.) und 2.) erfüllt sind, 
die Anzahl der realen Wurzeln der Gleichung #= 0 immer von der Reihe 
4, I JIunz » ++ Aua.m 

angegeben wird. 


Sei jetzt die quadratische Form 
(7) Zea„.z,z, 
für alle Werthe w=a...b definit und von Null verschieden, ausser wenn 
alle x, gleich Null sind. Dann werde ich zeigen, dass die Reihe der 
Funetionen (1.) noch dieselbe Eigenschaft hat. 
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Unter den gemachten Voraussetzungen 1.) und 2’) verschwindet 

die Summe 
(8.) Zu, I,.I1, 

nur, wenn I, = In = Isa == 4, alle gleich Null werden. Wenn es 
nun im Intervalle a@...b keinen Werth giebt, für den alle 4,, gleich Null 
werden, so bleibt die Summe (8.) von Null verschieden; also ist nach dem 
Vorhergehenden der Satz bewiesen. Giebt es aber solche Werthe, und ist 
p einer derselben, so genügt es, den Satz für das beliebig kleine Intervall 
p-—e...p+ zu beweisen, um daraus seine Gültigkeit für das ganze Inter- 
vall a...b zu schliessen. Zu dem Ende brauche ich folgende Sätze. 

1.) Der Grad des Nullwerdens zweier auf einander folgenden Func- 
tionen (1.) ist entweder gleich oder um Eins verschieden. 

Wenn D irgend eine der Determinanten (1.) bedeutet, z. B. die 
Ionen und D,, die nächstfolgende, und sind D,,, D,.+1 ++: D,. die Coet- 


fieienten der Elemente a,,, @,9+413 ++ 4, IN D, so giebt die Gleichung (4.), 


auf die symmetrische Determinante D angewandt, 
c Ku Baur. ’ u=0, 0+1,... . 
(9.) DD. DD : 24, Da Dir arte e+1, on 


Die quadratische Form 
Za, 2,7, er v 2. ii 2 
=0,o+1l,...n 
geht aus der Form (7.) hervor, mdem man == -=2_,=( setzt: 
tolglich ist auch diese definit (für @=a...b) und verschwindet nur für 
2, = 0, 1=t=m=0, 80 dass auch die Summe (9.) nur verschwindet. 
wenn alle D,=D,.1='"=D,.= 0 sind. 

Es werde jetzt für o=p die Determinante D gleich Null und zwar 
vom Grade 4. Wenn für @=p die nächstfolgende Determinante D,, nicht 
verschwindet, so ist die Summe links (9.) von Null verschieden, also auch 
D' von Null verschieden, und desshalb =1. Wird aber auch D,, gleich 
Null, so sei z der Grad ihres Nullwerdens. Wenn r ungleich 4 ist, so 
ist der Factor &—p in der rechten Seite der Gleichung (9.) (A+7—1)-mal 
enthalten und nicht mehr: denn es ist 

D = (w—p)’.f(w), fipP Z Ö, 
D,. = (w-p).ylo), Y(pP)zV; 


tolglich 


DD,-D'D, = (v-p+"".Ir-4)f(w)p(w)+(w—p)(y'f-Yf)). 
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Hieraus schliessen wir, dass auch die linke Seite der Gleichung (9.) dureh 
die (A+r—1j)te Potenz von ®—p theilbar sein muss, aber durch keine 
höhere. 

Dieses aber geschieht nur dann, wenn alle D,,D,..1: -:- D,, durch 


009 0,04 
+71 
(o—p) °  theilbar sind. (Dass die Zahl A+7—1 eine gerade Zahl sein 


muss, sieht man unmittelbar aus der Summe selbst, weil ihr Zeichen un- 
verändert bleiben muss.) In der 'T'hat findet man, wenn man die Summe 
zweimal differentiirt und beachtet. dass D.=D,..1='"=D, alle Null 
fir o=p werden, 
= 4, D.D,=0 für ow=p. 
Folglich ist | 
MM. =0 (u=e, e+l,...n) für w=p. 

Durch viermaliges Differentiiren derselben Summe ergiebt sich ebenfalls 

Za,„D,. BD: =0 für w=p, 
also 

D.„=! vu=o,,e+tl,... m). 
Auf diese Weise findet man, wenn man (A+7—1)-mal differentiirt. dass 
alle D,,, D,.+1, +. D,. und ihre Ableitungen bis zur Ordnung 4 (4+7T—1) 
verschwinden müssen. Es sind also alle D,, durch die 4 (A+r-—1)te Potenz 
von @—p theilbar. 

Die Function D,, ist aber durch die Potenz 7 theilbar und durch 


keine höhere: es muss also sein 


A+r—1 
T Beer 
oder 
ee 


Es ist aber auch 


oi 


» 


N 


D=24,D, (=e, e+tl, ... m). 
und da alle D,;, durch (o—p)'“+""” theilbar sind, so ist auch D dureh 
dieselbe Potenz theilbar: folglich ist 
. Z 4(A+T—1) 
oder 
> 1-1 


Daraus folgt, dass, wenn nicht = 17 ist, ihr Unterschied nieht grösser sein 
kann als Eins. 


5,” 
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2.) Wenn w, alle Werthe von p—e bis p+e stetig durchlaufend, 
durch den Werth p hindurchgeht, so werden (bei positiver Summe) von 
zwei auf einander folgenden Funetionen der Reihe (1.) 

D, D,. 
),—r Zeichenwechsel verloren, wo 4 den Grad des Nullwerdens des ersten 
und z denjenigen des zweiten bedeutet. 

Die Formel (9.) kann auch so geschrieben werden: 





a(-Ie: 
> D / 
(10.) D' dw —— — Sda,, D ,. D,. 


. ; : . . ' D,. 
Wenn nun A—r=1 ist, so sehen wir hieraus, dass der Quotient 7 der 


für o=p unendlich gross wird, bei wachsendem & beständig abnehmen 
muss; folglieh geht er von -—x zu +x über, und desshalb wird ein 
Zeichenwechsel verloren. 


Wenn aber /—r=—] ist, so wird der Quotient Null für ®=p 
und da er immer abnehmen muss, so folgt, dass er von + zu — übergeht, 


also wird ein Zeichenwechsel gewonnen. 

Der Fall, wo 4=1r ist, ist von selbst klar. 

Bei negativer Summe (7.) geschieht das in umgekehrter Weise. 

Dieses vorausgeschickt, nehme man das Intervall p-e...p+e, so 
klein, dass / in ihm nur für »=p verschwinde, und sei m der Grad 
seines Nullwerdens; dann werde ich zeigen, dass, indem » stetig wachsen( 
(dieses Intervall durchläuft, in der Reihe 

d, I; In; ... Ium 

m Zeichenwechsel verloren gehen (bei positiver Summe), oder gewonnen 
werden (bei negativer Summe). 

Sei m, der Grad des Nullwerdens von 4,, m, derjenige von 4, 
u.s. w.: Vom ersten Glied der Reihe (1.) zum zweiten werden m — m, Zeiechen- 
wechsel verloren, vom zweiten zum dritten m, —m,, vom dritten zum vierten 
m; — m; U. 8. w. fort: Es werden also in der ganzen Reihe m Zeichenwechsel 
verloren. 


Es folgt hieraus, dass für jedes Intervall a...d, innerhalb dessen die 


uadratische Form Fa, ,x,x, definit ist und nur fra = m =. =-r,-V0 
verschwindet, die Funetionen 
I, I, 9 Iun b) .0. 0. en 


für die Gleiehung /=0 eine Starmsche Reihe bilden. 
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Anwendune. 


oO 
Sei die Gleichung gegeben: 
A,— W, An Eh A, 
\ A; a A — Tr A, 
(11.) 21 22 E) In —(), A,. zu A 
Au; A,.:: au _“ — U 


Die quadratische Form (7.) ist hier — Fr}; sie bleibt stets negativ und ver- 
dA 5 - 

schwindet nur, wenn alle x, Null werden. Folglich ist die Reihe der 

Funetionen 


Au-® An — w Ay — W 


ni 


\ Sw ... A,,—o, 1 


A. —- W A. —-w A,, — w 


für jedes Intervall eine Starmsche Reihe. 
Die Anfangsglieder dieser Functionen sind 
f \n n—1 


(ww), (—w) 


\ (ww), u —() 1. 


b, 
woraus man unmittelbar sieht, dass alle Wurzeln der Gleichung real sind. 
Wenn die quadratische Form =A, x,x, definit und als Summe von 
nicht weniger als » Quadraten darstellbar ist, so müssen alle Wurzeln der 
Gleichung (11.) positiv oder alle negativ sein. Folglich sind die Deter- 
minanten 
A, Ä A: A;; 


.. 


A 4 A 


entweder alle positiv, oder abwechselnd positiv und negativ. 


nn 


Ich will noch bemerken. dass sich die Realität der Wurzeln (der 
Gleichung dritten Grades 


A, - 0 A. A, 
= A,, A» — W As — 0, 
A;, Az A, —w 


welche bei der Bestimmung der Hauptaxen der Flächen zweiter Ordnung 

auftritt, mit Hülfe der Unterdeterminanten am leichtesten beweisen lässt. 
Zu dem Ende nehme man das A,, als verschieden von Null an. und 

bezeichne die Wurzeln der Gleichung 4,,= 0, welche real und ungleich 


sind, mit 4 und u (sei A< u): dann zeigt die Identität 


I, Ia— An: = Bi. Ay — w . 
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dass die Funetion 4I.(A3— o), welche mit w* anfängt, 














für = —x positiv. 
füro=,4 nicht positiv, 
für = u nicht positiv, 
für © = —x positiv 


ist: folglich hat die Gleichung vierten Grades 4.(Ay„—w)=0 eine reale 
Wurzel im Intervalle —x...i und noch eine im Intervalle w---+ x; sie 
hat aber noch die Wurzel » = A,,, welche, wie leicht zu sehen, zwischen 
, und «u liegt. Sie hat also lauter reale Wurzeln, und deshalb hat auc)ı 
die Gleichung /=0 drei reale Wurzeln. 





Sei zweitens die Gleichung gegeben 
(12.) A„we+B„=09 (w„rvr=12,...n), 
wobei A,=4,, und B,=B,. Ist. Unter der Voraussetzung, dass die 
quadratische Form FA, ,x,x, definit ist und nu für = mn = =n,=V\ 
verschwindet. bilden die Funetionen 4, 4,, u. Ss. w. für jedes Intervall eine 
Sturmsche Reihe. Die Anfangsglieder sind nun 


| —? 
Po‘, Pıw"', Pıa2w", 


ea 


wobei P, P..: Pı» u. s. w. die Determinante A,, und ihre Unterdeter- 
minanten bedeuten, und da sie entweder alle positiv oder abwechselnd positi 
und negativ sind, so folgt, dass alle Wurzeln der Gleichung (12.) unter 
der gemachten Voraussetzung real sind. Bedeuten y,(w), (0), ... 9,(w 
beliebige ganze Functionen von ®, deren Ableitungen p,(w) ... p,(w) alle 
stets positiv oder alle stets negativ bleiben, so hat die Gleichung 


pw) Ay u 


A- ( ) w) ne A; j 
21 fp:\@) In — () em um A, = const.) 


A,: A.: ... (0 
immer nur » reale Wurzeln. 
Endlich bemerke ich, dass, wenn die Determinante ia, das Quadrat 
einer beliebigen Determinante ist, der Satz auf die symmetrische Determinante 
a„+twd,., 


wo d,,„=0, wenn «av, und d,, gleich einer positiven Zahl, wenn «=», 
immer anwendbar ist. 
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3 
In der That, wenn «a,, = A,” vorausgesetzt wird, so ist NG 
u, = SA,A,; 
folglich ist die Summe (7.) 
za,d4d.I, = & SA, 4,7 +20... ia 


und wenn die Determinante A,, nie verschwindet, so gilt der bewiesene 


Satz für die Gleichung a, =. 


Athen, den 3. December 1880. 

























Ueber ein Kriterium von Steiner ın der Theorie 
der Kegelschnitte. 
(Von Herrn Eugen Hunyady in Budapest.) 


reiner bestimmt in seiner Abhandlung ‚„Teoremi relativi alle eoniche 
inseritte e eircoseritte *," eines durch drei Punkte gehenden Kegelschnittes 
von gegebenem Mittelpunkt, die Art desselben, indem er das folgende Kri- 
terium ausspricht: 

„Sind A, B, C drei Punkte eines Kegelschnittes und P sein Mittel- 
punkt, so lässt sich die Art des fraglichen Kegelschnittes auf folgende 
Weise bestimmen: Sind A’B’C’' die Mittelpunkte der Seiten des Dreieckes 
ABC, so theilen die Verbindungsgeraden der Punkte A’B’C’ die Ebene in 
sieben Theile, von welchen einer im Inneren des Dreieckes A’B’C liegt. 
drei sich über die Ecken und drei sich über die Seiten erheben; liegt nun 
der Mittelpunkt P in den ersten vier Thheilen der Ebene, so ist der Kegel- 
schnitt eine Ellipse, wenn hingegen P in den letzten drei Theilen liegt. 
dann ist der Kegelschnitt eine Hyperbel.‘ 

Die folgenden Zeilen haben den Zweck, das Kriterium von Steiner 
analytisch zu beweisen. 

1. Bezeichnet man mit 1, 2, 3 die drei ersten Punkte und mit 4 
den Mittelpunkt, ferner mit 1’, 2’, 3° die Mittelpunkte der Dreiecksseiten 
23, 31, 12, so hat man unter Beibehaltung der in der Abhandlung „Ueber 
die von Möbius gegebenen Kriterien etc. ete. **)* gebrauchten Bezeichnungen, 


*) Dieses Journal Bd. 30, p. 97. 
**) Dieses Journal Bd. 59, p. 70. 
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für den durch die Punkte 1, 2, 3 gehenden Kegelschnitt die folgende 
Gleichung: 
(1.) 4,(120)(310)+4,(120)(230)+4,(310)(230) = 0. 


Um die Art dieses Kegelschnittes zu bestimmen vergleiche man seine Glei- 
chung mit der folgenden: 


2.) ax+2bay+cy-+2de+2ey+f = 


wodurch sich für a, b, ete. die folgenden Werthe ergeben: 


1° ı /2 _ %& 5 ' 2 DE ı (2 L_ 2% 
[2a = 4,(S2St+ Sa S2)+ A (Si Sat 5 $12) + As (Hai Sat a S5i 
.) PS y n 4% u 
ze = hy (Mast NN) + Ar (Man + N Ma) + As (MN + Mai 
g E_ " stm " N p p \ . ‚Im » L» “ x f D “. n 4 » “n 
cr ı2f = RT ER I 223 + 3812) A (Seat S33 651 
(3. )) . 
' |< nu (E Ei -2./E t6& 
2b = 4,(Sı N31+ 531? 12) + 2 (S12 23 4 Sn) tr Ass Nat Sa Ni 
c - n ' c e a - ge » - 
2d = Au (Sins t Sa si) TAa\sas33 Tr 523 612) TA (Sy 63 Tr Sa 831 
c u “ Dar f ss N “ ". f “ss 
de = 4 (NR S3ı r 31 6. )+ A ( Na203 TN3 512) TAN 6 Tr Na ssı 


Nun ist der Kegelschnitt (2.) Ellipse oder Hyperbel, je nachdem 
a—b"0. 

Man hat also, um die Art des Kegelschnittes (1.) zu bestimmen, zuerst die 

Grösse ace—b’ durch Einsetzung der Werthe in (3.) zu berechnen. Um diese 

Berechnung auszuführen, schlage man den folgenden Weg ein: 


ab 2a 2b 
bc 2b 2ec 
2d 2e 1 
und denke sich in der letzten Determinante die Werthe aus (3.) eingesetzt: 
eine Umformung derselben wird dadurch bewirkt, dass man die Gleichung 
4.) mit der folgenden multiplieirt: 


(D., (125) = Y: Y;* 
3 1 


Durch Multiplieation nach Colonnen ergiebt sich dann: 


(123) r&intässul (123) fat isu) (123) 1, 


| \ 
f 2 34% (ID2\ 13 - | 419% . a 
(ac—b’).(123)= (123) an. +4Asna} (123) Ama + Asms) (123) 12,731 + 42973 
1 1 | 
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oder 
Sat iss Afat 353 Afutkin 0 
4,na +47 / +/ Jin dan 0 
BEN ; Mat Anz 22T AN, ? 
(6) Alac-b) = — (123) |" et Hat dam Art dafs 
oe tk Amt A stk 1° 
1 1 1 0 


und durch abermalige Multiplieation mit 


es m © 0 

| b) ( 
7) a) - | » % 

| au 
erhält man: 


0 (123), (123), 1 


Rh “ (123) 2, 0 (123) 2, 
Lac-b), = — |‘ . 
(125)4, (123)A, 0 1 
1 1 1 0 
Ve FF 
| | 30 4 
(8,} f — Bd’ = — (193) 
(8.) (ac ) (125) . 
Er, E58 


Is ist also der Kegelschnitt (1.) Ellipse oder Hyperbel, je nachdem 


ee u 2 

9, 3 0 4, 1 g 
u 40 ı 
m m 


2. Der Mittelpunkt 4 des Kegelschnittes (1.) genügt den folgenden 


Gleichungen: 


7 


10.) A, et) + hr (U Sa + u; &3) + A; Su t%%S5) = 0, 
+ J Ya, (u, Nat %n3ı)+ 4: (a, NnR2+ U; Nn3)+ ba (u, Nzı+ % 73) 2 0, 


wenn der Kürze halber gesetzt wird: 
11.) 23d)=u, (314)=w, (124)=w, (123)=u,. 


Aus (10.) ergiebt sich für die Grössen A: 
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N 
ii 
— 


> 


Ace: 3, = 
4, Sat U; 5 ut US + 23 US + u S5ı Ur Sa + Uz 531 U Sa + U Sa 
UN + UN UıNzıt Ua; | UNzı t UN UrNı2t u3 31 UN Uynzı U Nat % N; 
Durch Transformation der rechts stehenden Determinanten ergiebt sich ferner, 
wenn man z. BD. die erste so schreibt: 
USt 83 ft US 0 
Na + UN Una + %N, U 
4,62 + u; a3 u, Ca +4, Cn3 1 
und dann mit (5.) multiplieirt: 
u, uw tW%+%U;). 
und in ähnlicher Weise für die zweite und dritte Determinante: 
u, (u — + 9;). 


2u, (0 + — Us), 
so dass man hat: 


hrh = um (um tn +) 4 U) (+ — U;), 


oder wenn man mit o einen Proportionalitätsfactor bezeichnet: 





4, = uw +%+ 05), 
12) I, = om mw—nF+%), 
3, = u uwtn—u;), 


durch deren Einsetzung die Bedingungen in (9.) nach Vernachlässigung des 
Factors o° in die folgenden übergehen: 


\ 


| | 0 u. mutm un) ul vw—wmta) 1 
| | u, (u + — u;) 0 u -ut+n4+n) 1 _ Q 
m —-n+n) mm +W+ u) 0 ET 

1 1 1 ( 


Multiplieirt man ferner in der links stehenden Determinante die Zeilen der 
| Reihe nach mit «,, %, %, %,%,%, und dividirt die ersten drei Colonnen dureh 
| ,lz, Udz, U%, So hat man ferner: 


0 +0 — u; nt u 
U tur — U; 0 UT %|_ 0 
nt, -utn+u; 0 u; we 
u, U; U; V 
32” 
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/ieht man dann von den ersten drei Colonnen die vierte ab, so ist 


— A, nl mt u, 
U —U; —Ub UT g 
U-% Uta — U; U; ni; 

u, u; U; 0 


und durch Multiplieation der links stehenden Determinante mit: 


1 1 1 1 


a a a 
et een 
u De 


geht die vorhergehende Bedingung in die folgende über: 


(++) u ++) u - 46) u ta) 0. 


Nun ergiebt sieh leicht nach Berücksichtigung der Eingangs gewählten Be- 
zeichnungen für die Mittelpunkte der Seiten 23, 31, 12 


v+a+%, = 4(1'2'3) 
ut +u = 4(2'34) 
tu; —4(1'3'4) 
ut — u, 4(1'2'4), 


l 


l 


wonach die vorhergehenden Bedingungen in die folgenden übergehen: 


13.) A235) (23a) (134) (24) S 0. 


Diese enthalten das Eingangs erwähnte Kriterium, indem man ähnlich wie 
in der früher eitirten Abhandlung „Ueber die von Möbius gegebenen Kri- 
terien” ete. zu dem Schluss gelangt, dass für die zweite der obigen Belin- 
sungen die vier Punkte 1’, 2’, 3’ und 4 gegen einander eine solche Lage 
haben, dass je drei derselben den vierten Punkt ausschliessen, während die 
erste Bedingung eine derartige gegenseitige Lage der vier Punkte bedingt, | 
dass einer derselben in dem von den drei übrigen bestimmten Dreieck liegt, | 
mit Rücksicht hierauf kann das Steinersche Kriterium noch wie folgt aus- 
gesprochen werden: 

„Ist ein Kegelschnitt durch drei Punkte und den Mittelpunkt gegeben, 
so ist der so bestimmte Kegelschnitt eine Hyperbel, wenn sich die vier ge- 
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gebenen Punkte gegenseitig ausschliessen, dagegen ist der fragliche Kegelschnitt 
für jede andere Lage der vier Punkte eine Ellipse“. 


Ich benütze diese Gelegenheit, um zu erwähnen, dass Herr Durege 
auf mehrere Fehler, die sich in der Abhandlung „Ueber die von Möbius ge- 
gebenen Kriterien etc.“ d. J. Bd. 89 befinden, aufmerksam gemacht hat. 
Was die Fehler selbst betrifft, glaube ich auf den berichtigenden Aufsatz 
des Herrn Durege (Sitzungsberichte der Wiener Akad. Jhrg. 1880 Juniheft 
verweisen zu dürfen. 


Budapest im Januar 1881. 


















Ueber das sogenannte Restproblem in den chinesischen 

Werken Swan-king von Sun-Isze und Tayen lei schu 
von Yeh-hing. 

(Von Herrn Zudwig Matthiessen in Rostock.) 


Im Jahre 1852 veröffentlichte der Engländer und chinesische Jour- 
nalist Alexander Wylie in Shangai einen Aufsatz betitelt: „Jottings on the 
seienee of Chinese arithmetic" zuerst im North China Herald, dann 1853 
im Shangae Almanac. Nach einer brieflichen Mittheilung des Verfassers 
vom Jahre 1874 sind die gedachten Artikel in Shangai nicht mehr aufzu- 
treiben. Ein Exemplar scheint durch einen glücklichen Zufall in die 
fände des Herrn K. L. Biernatzki in Berlin gelangt zu sein, jedoch fehlen 
leider hierüber genauere Nachrichten. Von jenem Aufsatze veröffentlichte 
Biernatzki nun einen für die Geschichte der Mathematik ausserordentlich 
interessanten Auszug im 52. Bande dieses Journals (1856) betitelt: „Ueber 
die Arithmetik der Chinesen“, welcher später auch die Aufmerksamkeit aus- 
ländischer Mathematiker erregte. Der Aufsatz wurde übersetzt von Terquem 
in den Nouv. ann. math. XXII. 1863 und von Joseph Bertrand in dem Journal 
des Savants 1869. In demselben findet sich eine kurze Mittheilung über 
die Tayen in dem algebraischen Werke Swan-king von Sun-tsze (250 
n. Chr.) und seinem Commentator Tsin-kiu-tschau (1210 —1290), so wie 
über die Verallgemeinerung der Tayen im Tayen lei schu des buddhi- 
stischen Priesters in China, Yih-hing (r 717), nebst einer fast vollständigen 
Uebersetzung des Commentars mit Aufgaben-Sammlung in neun Kapiteln 
von Tsin-kiu-tschau. Diese 'Tayen (grosse Erweiterung) ist jedenfalls eine 
der besten Leistungen der Chinesen auf dem Gebiete der Zahlentheorie. 
Bis vor Kurzem ist seltsamerweise das eigentliche Wesen der Methode 
Taven unverstanden geblieben, wodurch erklärlich wird, dass z. B. Hankel 
in seiner Geschichte der Mathematik des Alterthums die Meinung ausspricht, 
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dass die Tayen der Chinesen und die Kuttaka der Inder ein und dasselbe 
seien, sich also auf die Auflösung des Systems unbestimmter Gleichungen 
N=ma+rn sm +n = m; +, =+- 
beziehen. Dass diese Methoden nun wesentlich von einander verschieden 
sind, und zwar die Kuttaka d’hyaya des BDrahmagupta (geb. 598) mit der 
Methode der Aufsuchung des grössten gemeinschaftlichen Theilers von 
Bachet, die Tayen des Sun-tsze dagegen mit der Congruenzmethode von 
Gauss (Disquis. arithm. $ 36) identisch sind, ist von mir in mehreren früheren 
Aufsätzen*) nachgewiesen worden. 

Von besonderem Interesse ist aber die verallgemeinerte Tayen- 
Methode von Yih-hing und zwar desshalb, weil sie sich in keinem unserer 
modernen Werke über Zahlentheorie finde. Das Theorem aufzustellen. 
worauf sich diese Verallgemeinerung gründet, ist der Zweck der folgenden 
Zeilen. Da sich in die im 52. Bd. S. 77 — 80 dieses Journals befindlichen 
Darstellungen der speciellen und der allgemeinen Methode durch ein man- 
selndes Verständniss der Uebersetzer an gleichen Stellen Irrthümer einge- 
schliehen haben, so wird es sich empfehlen, dieselben hier zu recapituliren. 

Die Regel des Sun-tsze wird mit vier, durch Reime harmonisch ver- 
bundenen Zeilen, welche ihren Inhalt ganz allgemein ausdrücken, eingeleitet 
und dann sofort in folgende Aufgabe**) eingekleidet: „Eine Zahl, dureh 
3 dividirt, giebt den Rest 2; durch 5 dividirt, den Rest 3 und durch 7 di- 
vidirt, den Rest 2: welches ist die Zahl? Antwort: 23°, Das Verfahren. 
wie diese Aufgabe zu lösen sei, wird durch folgende mystische Worte an- 
gedeutet: „Dividirt durch 3, giebt Rest 2: schreibe 140; dividirt dureh 5. 
giebt Rest 3: schreibe 63; dividirt durch 7, giebt Rest 2: schreibe 30; 
diese Zahlen addirt, giebt 233; davon subtrahirt 210, giebt den est 23, 
die gesuchte Zahl.“ Dieser abrupten Bemerkung folgt die eben so apho- 
ristische Notiz: „Für 1, durch 3 gewonnen, setze 70; für 1, durch 5 ge- 
wonnen, setze 21; für 1, durch 7 gewonnen, schreibe 15; ist die Summe *** 
106 oder mehr, so subtrahire davon 105, und der Rest ist die gesuchte Zahl.“ 


*) Ueber die Algebra der Chinesen (Schreiben an Cantor), Schlömilch, Zeitschr. f. 
Math. u. Phys. XIX. S. 270. 1874. — Vergleichung der indischen Kuttaka und der 
chinesischen Tayen-Regel (Sitzungsber. der math.-naturw. Section in den Verhandl. 
der Philologen-Versammlung zu Rostock 1875), Comptes Rendus 1881. 
*#*) Dieselbe Aufgabe mit denselben Zahlen findet sich im Swan-fa-tong-tsong von 
Pin-kue (1590). Vgl. Journ. asiat. (3) VII. 1839. 
*##) Nämlich die Summe der mit den resp. Resten multiplieirten Hülfszahlen. 
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In dem Commentar von Tsin wird nun die Ta-yen im Anschluss 
an die zuletzt von Sun-tsze gegebene Notiz folgendermassen beschrieben: 
Man multiplieire die drei Divisoren 3, 5 und 7, wodurch man die Zahl 105 
erhält, welche „Stammerweiterung“ heisst. Diese dividire man durch die 
„bestimmte Stammzahl“ (Primzahl), hier die Zahl 7, so ist der Quotient die 
„Erweiterungszahl“ 15. Diese dividirt durch 7 lässt 1 als Rest (welches 
der „Multiplicator“ ist)*); mit dem Multipliecator 1 aber vermehrt, giebt sie 
als Produet die „Hülfszahl“ 15. Dadurch ist erklärt, warum es bei Sun-tsze 
heisst: Für 1, durch 7 gewonnen, schreibe 15. Auf dieselbe Weise werden 
die andern Hülfszahlen gesucht, nämlich: 105:5 oder 21 ist die zweite 
Kirweiterungszahl; 21:5 giebt den Rest 1 (welcher der zweite Multiplicator 
ist)**), und 21xX1 oder 21 ist die zweite Hülfszahl. Ebenso 105:3 = 35. 
welche Zahl durch 3 dividirt, den (Rest 1 ergiebt, wenn der Multiplicator 
von 35 gleich 2 genommen wird) ***), und die dritte Hülfszahl wird 35 x 2= 170: 
also: „1 durch 3 gewonnen, schreibe 70“. Mit den drei Hülfszahlen wird 
nun die Rechnung fortgesetzt, indem jene mit den in der ursprünglichen 
Aufgabe genannten Resten multiplieirt werden, nämlich: 

0x2=14, 21x3=63, 15xX2=3WV. 
Hierin finden die oben als mystisch bezeichneten Worte des Sun-tsze, welche zu! 
Lösung der Aufgabe Anleitung geben sollten, ihr Verständniss, und es bleibt 
nun noch übrig, was eben dort verlangt wird, zum Vollzug zu bringen, nämlich: 
140+63+530 = 233; 233—-105=128; 128-105 = 23, 
welches die gesuchte Zahl ist. 

Um diese Rechnung übersichtlich zu machen, stellen wir die Ope- 

vationen folgendermassen zusammen: 








;estimmte ie Multipli- u. 

Zr Reste Divisionen ren. ad Hülfszahlen 
m =3 ın=257h=1(mdd)) =2 5.1 = 70 
ob r,=3 37, =1(mdö)| &, =1 | 3.7 = 2 
m, = 1 r, =2 35. =1(md7)| ,=17) 35.4 =15 


=) An dieser Stelle ist der Text eorrumpirt; es muss heissen: wenn der Multi- 


plicator der Erweiterungszahl 15 gleich 1 genommen wird; also 1.15 = I (mod). 
**) Ebenso wie vorhin muss es heissen: wenn der Multiplicator von 21 gleich | 
senommen wird; denn 1.21= 1 (mod)). 


#=##) ])er Sinn dieser im Text ganz offenbar corrumpirten Stelle, hat so seine 
richtige Fassung; denn 2.35 = 1 (mod3). 
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Die gesuchte Zahl ist 


N = 2.2.5.7+3.1.3.7+2.1.3.5—3.5.7n = 233— 105. 


Im speciellen Falle, wo »=2 gesetzt wird, erhält man die kleinste Lösung 
23. Diese Erweiterungsrechnung oder Ta-yen diente späteren chinesischen 
Gelehrten zur Berechnung astronomischer Verhältnisse, namentlich der 
Cykeln und Epieykeln. Spuren davon finden sich bei den Byzantinern *), 
auch in neuerer Zeit im Oceident**), endlich ist sie nacherfunden wie es 
scheint, und wissenschaftlich dargestellt von Gauss”””). Dieser Zahlen- 
theoretiker stellt dieselbe Methode folgendermassen dar: 
Wenn die Moduln der Congruenzen 


N=r, (modm), N=r, (modm), N=r, (modm,), etc. 


sämmtlich relativ prim sind, so suche man die Zahlen «, ?, y, ete., welche 


ri N \ .y. \ 77 » 11 we‘ . 
folgenden Congruenzen genügen: 


lu. m | 
a=( (mod ), =] (modm,). 
1 


| 


m 
P==% (mod 3 P=1 (modm,). 


m, 


m 
vl (mod -), 
m, 


wo mım3m;...=m gesetzt ist. Alsdann kann man setzen 


=] (modm,), etc. 


> 


N= er+tPpPr+yr ++: (modm). 


Diese Auflösung ist vorzuziehen, wenn mehrere Probleme von eonstanten 


Moduln vorgelegt sind. In diesem Falle behalten die Hülfszahlen «, ?, 7, ... 


immer dieselben Werthe. Man bedient sich dieser Methode in der Uhro- 
nologie T). 

Das Buch von Yih-hing, betitelt „T’a-yen lei schu“ hat bei den Chi- 
nesen eine grosse Berühmtheit gehabt, ist deswegen auch häufig eommentirt 
worden, namentlich durch Tsin-kiu-Tschau in einem Werke in zwei Theilen, 


*) Man vergl. Nicomachi Geraseni Pythagorei introduetionis aritıım. libri duo; 
rec. Rich. Hoche, Leipzig 1866. Anhang: Probl. V. anonymi auctoris. 
**) Schäfer, J. Ch., Die Wunder der Rechenkunst. 60. Aufgabe. Weimar 1842. 
*#=#) [)isquisitiones arithmeticae $ 36. — Vorlesungen über Zahlentheorie von 
Lejeune-Dirichlet. Herausgegeben von Dedekind. $ 25. Braunschweig 1563. 


7) Die Quelle, worauf sich Gauss zu beziehen scheint, ist leider unbekannt. Be- 
merkenswerth bleibt, dass Gauss ganz dieselben Zahlen wie bei Sun-tsse mit dem 
Namen „Hülfszahlen“ bezeichnet. 
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Jeder von neun Kapiteln. Der Inhalt des ersten Theiles, der von Wylie 
fast vollständig mitgetheilt wird, ist kurz folgender: 
1. Kap. Von der Berechnung der Hülfszahlen. 
Kap. Berechnung der drei Cykeln. 
Kap. Aufgaben aus der Gesellschaftsrechnung. 
Kap. Aufgaben aus der Geld- und Wechselrechnung. 
Kap. Aufgaben über Kauf und Verkauf. 
6. Kap. Bewegungsaufgaben. 
‘. Kap. Das Problem der Courriere. 
8. Kap. Baurechnung. 
9. Kap. Ueber Criminalsachen. (Der Reisdiebstahl.) 
Von hervorragendem Interesse ist nun der Inhalt des ersten Kapitels; der- 
selbe besteht nämlich in einer Verallgemeinerung der Methode von Sun-tsze 
für den Fall, dass die Moduln nicht relative Primzahlen sind. 
Yih-hing geht aus von den zu Moduln bestimmten vier Hauptzahlen 
I, 2, 3, 4 und sucht dazu die Hülfszahlen. Man bilde aus den gegebenen 
Zahlen die folgenden Producte: 
1x2x53x4= 24, 
1x3x4 
1x2x4 
1x2x3= 6. 
Diese Produete werden dann als „Erweiterungszahlen“ mit den vier Haupt- 
zahlen in zwei Reihen zusammengestellt: 
Hauptzahlen: 1 253 4 
Erweiterungszahlen: 24 12 5 6. 


EV 


Wr 


I A 
m 
2 


Die Summe der letzteren giebt die „grosse Erweiterungszahl“ 50 und das 
Produet von je zwei unter einander stehenden, einer Haupt- und einer Er- 
weiterungszahl, beträgt jedesmal 24. Diese Erweiterungszahlen eignen sich 
jedoch nieht zu einer Bestimmung der Hülfszahlen, weil sie den gemein- 
schaftlichen Faetor 2 besitzen. Deshalb werden sie durch diesen gemein- 
schaftlichen Faetor in der Weise verkleinert, dass in zwei neuen Reihen 
das Produet von je einem relativen Primmodul mit der unter ihm stehenden 
Erweiterungszahl gleich 12 ist, nämlich: 

kelative Primzahlen: 1 153 4 
Erweiterungszahlen: 12 12 4 5. 
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Nun werden die Erweiterungszahlen durch die darüber stehenden relativen 
Primzahlen so lange dividirt, bis 1 als Rest bleibt: also 
Relative Primzahlen: 1 1 3 4 
[Reste]*) Multiplieatoren: 1 1 1 3. 
Diese Multiplieatoren werden nun im Fortschritte der Rechnung als Multi- 
plieatoren für die zuvor aufgeführten Erweiterungszahlen 12, 12, 4, 3 ge- 
braucht, woraus, unter Wiederholung der relativen Primmoduln, die Reihen 
Relative Primzahlen: 1 13 4 
Erweiterungs-Hülfszahlen: 12 12 4 9 
entstehen. 

Da nun die zweite Hauptzahl 2 oben schon auf 1 redueirt und dabei 
die zweite Erweiterungszahl 12 unverändert beibehalten wurde, so wird zu 
letzterer noch die zweite Erweiterungs-Hülfszahl addirt, die übrigen dagegen 
unverändert gelassen; woraus sich mit Zusammenstellung der Hauptzahlen, 
von denen die Berechnung ausging, folgende zwei Reihen ergeben: 

Hauptzahllen: 1 253 4 
Bestimmte Hülfszahlen: 12 24 4 9, 
Es möge zunächst die Anwendung dieser von Yih-hing bestimmten Hülfszahlen 
an einem Beispiele erläutert werden. Das dritte Kapitel handelt von der 
Berechnung der Arbeit. 

Vier Gesellschaften, deren Mitgliederzahl verschieden ist, übernehmen 
die Aufführung eines Dammes. Jeder Gesellschaft wird ein gleicher Theil 
der Arbeit überwiesen: wie gross derselbe aber sei, ist unbekannt; man kennt 
nur die Kräfte, welche jede Gesellschaft verwenden kann, und wie viel von 


jeder Gesellschaft nach Angabe des letzten ganzen Tagewerkes unausge- 
führt geblieben ist. Daraus soll gefunden werden, ein wie grosser Theil 
des Dammes überhaupt vollendet wurde. 

Die disponibeln Arbeitskräfte seien 2, 3, 6, 12 und die unvollendet 
gebliebenen Strecken beziehungsweise 1, 2, 5. 5. Zur Abkürzung der Rech- 
nung stellen wir die Operationen in folgender Uebersicht zusammen: 


*) Dieser ganze Passus ist durch das Missverständniss der Uebersetzer ebenso 
corrumpirt, wie an der gleichen Stelle in der Methode von Sun-tsze. Es muss heissen: 
Man multiplieire jede Erweiterungszahl mit den aufeinanderfolgenden natürlichen Zahlen 
1,2, 3, ... so lange, bis bei der Division dieser Producte durch die darüber stehende 
Zahl 1 als Rest bleibt; alsdann werden die betreffenden Multiplieatoren unter die 
Divisoren gesetzt. 


33* 
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Alen: Prinmafein Reste | Divisionen  Multiplicar. Ermeiterungs 
„= 2 w=1 n=1134h=1(md) h=1 Er = 12 
„= 3| ,=1 n,=2134,, =1 (mod) | k,— 1 a — 12 
ne © u =53 r, =5}1.1.4k, = 1 (mod) el | 2, = 4 
mn =12 ,=4 n=5113,=1(md)| N =3 —K, = 9 


4 
Die Erweiterungs-Hülfszahlen sind demnach dieselben wie vorhin. Da 
nun weiter 


m—u=1l m-w=2, m—-w=3, my—-uww=8, 


so findet man daraus allgemeiner folgende bestimmte Hülfszahlen: 


m 


a 


m 
. F \ a . > 


er. 


m > 
 kA+rm—u;) = 16, 
3 


m 


k,(1-++m, — u,) 


l 
0. 


4 
Die von jeder Gesellschaft zu leistende Arbeit ist demnach 
N=1.24+2.36+5.16+5.81-— u, u u, u,n = 981— 12% 
und die kleinste Lösung N=117. Da ferner 
17=8.2+1=5.3+2=2.6+5=1.12+5 
ist, so ist die überhaupt vollendete Arbeit 8.2+5.3+2.6+1.12 = 55. 
Nach der im Vorstehenden entwickelten Methode für nicht theilfremde 
Moduln von dem chinesischen Arithmetiker Yih-hing lässt sich demnach das 
folgende 'T’heorem aufstellen: 
Seien mı, M;, M;, ... die beliebigen Moduln des Restproblems 
N =r, (mod m,) = r, (mod m;,) = r,(mod m;) ete. 


und ihr kleinster gemeinschaftlicher Dividuus 





m—= 1?.12...27.3.5°.. = Wille, 


so suche man die Erweiterungs-Hülfszahlen «, %, 7, ..., welche den folgen- 
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cenugen: 


den Systemen von Congruenzen genüg 


m=0 (mod u,), 
m, =0 (mod us), 


m; =(0 (mod u,) ete., 





m n 
a=( (mod = ), e=]1 (mod u, 
©] 
PR m —— / \ 
P=0 (mod— ), P=1 (mod w,) 
u, 
m , ; 
yz=0 (mod- ), ee. ya mod u,) etc. 
R; 


Alsdann kann man setzen 
N=er+Pr+yr+'- (modm). 
allgemein 
N = Zar, (1+m— uw) — mu, 
wo u eine beliebige ganze Zahl bezeichnet. 

Wenn für nicht theilfremde Moduln die Aufgabe möglich sein soll, 
so ist erforderlich, dass die vorgelegten Congruenzen der allgemeinen 
Uongruenz 

r, = r,(mod d (m,, m,)) 
genügen, wo d den grössten gemeinschaftlichen Theiler irgend zweier Moduln 
m, und m, bezeichnet. 


Rostock, den 31. December 1880. 

















Integrale von einigen linearen Differentialgleichungen. 


(Von Herrn Gräfe in Bern.) 


I Simon Spitzer hat in Bd. 88 p. 343 sq. dieses Journals aus 
dem allgemeinen Integrale der Riccatischen Differentialgleichung 


n m 
1) yae'y 
wenn m ausserhalb der Grenzen 0 und —4 liegt, das allgemeine Integral 


der Differentialgleichung 
d?’ ? "_zm N 
| ’ ( j | Pr . : 
da’ FE . 
x 2 


vesp. der Gleichungen: 


Sc 

Fa" 

= 

8 Fr 
n|iIS|. 

) 1% 

= 

u 
| 

as 


abgeleitet. Alle Resultate des Aufsatzes von Herrn Spitzer kann man ver- 
allgemeinern. 
Man erhält als Integral der Gleichung 


y— ac" y 2 (0) 


re. FB . " 
ya uf Fwdur+b,f fı (u) du, 


— u 


die Formel 


wenn ist 
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Es ist dann 
a Zn 7. ’ a ö 
y=b,/ fiudu+ if Fw)du+bf fı iu) du+ uf fı (u) du 
0) ı) () u 


las allgemeine Integral der Differentialgleichung vierter Ordnung: 


d? y"— a’ Mh y Ds 
de’ m—? ee 
u *® 


Ist hier 5+5b,=0, so ist obiger Ausdruck das allgemeine Integral der 
Differentialgleichung dritter Ordnung: 


d y'—a’z" y 
-- EEE u 
dt mMm—« 

x 2 


und wird ,)+b5,=0, so genügt jener Ausdruck der Differentialgleichung 


dritter Ordnung: 
z” 
In allen diesen Formeln liegt m ausserhalb der Grenzen O0 und 
Für m=—1 ist 


” 


rü r& : 
y= be fı (uw) du+b,f f; (u) du 


das allgemeine Integral der Gleichung 


4" — X 'ya' —(. 
wenn ist: 


(oe) = er — a” )?, 


Zuyce—l)\ 


fu) = Fla) [elog Lu er Va]+ 


Der Ausdruck 


du —0& a ’@ 
biaf fı (u) du+b,x fr w)du+b;f fu) du +b,f f (u) du 
(0 () “) be ) 


stellt das allgemeine Integral der Ditferenti: Ugleiehung: 


a -2elVe de’ : " ee. )V 2)+2 Era or 2, = - 2(y"r -) 


dar, Ist ,+5b,= 0, so ist der Ausdruck das allgemeine Integral der 
Gleichung 


" 


Z & 


af?"7 7° 


dr 
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Für m = —3 ist schliesslich 
ra ’+ra 
y- if fı («) du+b; / f; (u) du 
—@ —a 


das allgemeine Integral der Gleichung 
de’y"— ya’ = (0, 


wenn ist 


fı (u) 20m eV (W— a”), 


u’— a’ 


fa) = la) log "He. 


y® u —G 
Das allgemeine Integral der Differentialgleichung vierter Ordnung 
ERPE SS au Zur A TE (de'y'—yaı _y 
\ ( _ 


dx’ Ve Ix yx 








Ist 


y- bıf fra) du+b, f "flu)du+ bu f rw du+b, pa) du. 


Alle diese Formeln werden auf dieselbe Art bewahrheitet, wie Herr 
Simon Spitzer für die Specialfälle «@® =1 resp. «® =4 es gethan hat. 


Bern, im December 1880. 








Ueber den Zusammenhang zwischen dem allgemeinen 
und den particulären Integralen von Ditfferential- 


sleichungen. 
(Von Herrn L. Königsberger in Wien.) 


Der Fundamentalsatz in der Theorie der homogenen linearen Ditte- 
rentialgleichungen liefert das allgemeine Integral derselben als eine addi- 
tive Verbindung mit willkürlichen Constanten multiplieirter partieulärer 
Integrale, und gerade auf diesem Satze beruht die Möglichkeit der Dis- 
eussion der Integrale linearer Differentialgleichungen. Eine wichtige und 
für die Entwickelung der Theorie der allgemeinen Differentialgleichungen 
unumgängliche Frage ist nun die nach der Beziehung des allgemeinen 
Integrales zu den partieulären für beliebige algebraische Differentialglei- 
chungen oder vielmehr die nach den Bedingungen für die Existenz einer 
solchen algebraischen Relation, eine Frage, deren Beantwortung sich angreifen 
lässt vermöge derjenigen Untersuchungen und Sätze über Differentialglei- 
chungen, welche ich in der letzten Zeit in meinen Arbeiten über die Er- 
weiterung des Abelschen 'Theorems auf beliebige Ditferentialgleiehungen und 
über algebraisch-logarithmische Integrale nicht homogener linearer Differential- 
gleichungen*) veröffentlicht habe. 

Es mag noch erwähnt werden, dass den Kernpunkt dieser Ueber- 
legungen die Frage nach der Anzahl der einer algebraischen Difterential- 
gleichung zugehörigen selbständigen transcendenten Integrale bildet, und 
dass in die Klasse dieser Untersuchungen auch jene merkwürdigen Sätze 
von Poisson und Jacobi gehören, nach welchen man aus zwei Integralen 
eines mechanischen Problems alle finden kann. 


Um zuerst den Zweck und die Bedeutung der nachfolgenden Unter- 


*) Dieses Journal B. 090 H.2, 3, 4. 
Journal für Mathematik Bd. XCI. Heft 4. 
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suchungen klar zu machen, wollen wir uns mit linearen Differentialglei- 
chungen erster Ordnung beschäftigen; sind dieselben homogen von der Form 


























dy | ut 
ar ryf\®) sun v, 


so lässt sich, wenn y, ein willkürliches partieuläres Integral derselben be- 
zeichnet, das allgemeine Integral homogen und linear durch y, in der Form 
y = cy, ausdrücken, worin e eine willkürliche Constante bezeichnet. Handelt 
es sich dagegen um die nicht homogene lineare Differentialgleichung 


dy y / 
In tyfie) = ple), 
deren allgemeines Integral die Form hat 
—/fa)dx -/F(x)d: )az _, x 
y= ce!" re“ fe” "pla)de, 


so wird sich, wenn y, das dem speciellen Werthe ec, entsprechende partieuläre 
Integral bedeutet, die im Allgemeinen transcendente Beziehung 


Sr Ce)dı 
y= yıtle-a)e””” 


zwischen dem allgemeinen und einem bestimmten partieulären Integrale er- 
geben. Soll nun aber zwischen y, y, und einer willkürlichen Constanten 
C eine algebraische Beziehung bestehen von der Form 

y = Fir, yı, 0), 
so muss die Gleichung stattfinden 


Sie) dx 
’ 


F(xz,y,C) = yıt(c-c,)e 
deren Existenzbedingungen zu untersuchen sein werden. Diese Gleichung 
kann eine in y, identische oder eine diese Grösse bestimmende algebraische 
Gleichung sein: findet Identität in Bezug auf y, statt, so folgt, weil y, aus 
der Gleichung herausfällt, also auch gleich Null gesetzt werden kann, und 


(z)dx . 
"9 ebenfalls eine alge- 


(&)a r 


F eine algebraische Funetion bedeutet, dass e 
braische Function von x ist — und umgekehrt, wenn e = p(z) eine 
algebraische Funetion von x darstellt, wird 

y = Yırle-ca)p(®) 
die gesuchte algebraische Beziehung zwischen dem allgemeinen und einem 
particulären Integrale sein. Dieser Fall tritt dann und nur dann ein, wenn 
f.x) das Differential des Logarithmus einer algebraischen Function von x 





aa ner = 
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ist; so wird z. B. die Differentialgleichung 


dy _Y | 


da 2 
für das allgemeine transcendente Integral y=cx-+zlogx die Beziehung 
liefern 


«> 


y= yıt(c-c)e. 
Ist die obige Gleichung jedoch keine in y, identische, so ergiebt sich 


m \ . (x) dx e _. . 
aus derselben y, als algebraische Funetion von z und e”””, wobei wir mit 
kieksicht auf den eben behandelten Fall annehmen dürfen, dass diese letztere 
Exponentialfunetion sich nicht algebraisch durch z ausdrücken lässt. Da 


nun aber y, selbst algebraisch durch 


(i(@)dx Melde ,. 
e""" und fe y(z)de = 3 


ausdrückbar ist, so würde sich z als algebraische Funetion von x und 
If(x)d Y » 
e "ergeben; aus dem Ausdrucke für z folgt aber 


dz ()daz , . d’z 
.=e 


/ \ / \ / N f 1, \7 dz 
p(zx), p(a)-Ifle)y(z)+y (x — 


| =. 
I dx 


d.h. z genügt einer Differentialgleichung zweiter Ordnung, deren Coef- 


dx dx 


fieienten, da die Ableitung der algebraischen Function (x) rational 
durch z und eben diese Funetion y(xz) ausgedrückt werden kann, ra- 
tional aus x, f(x) und y(x) zusammengesetzt sind. Andererseits aber wird 
unter der Voraussetzung, dass sich z als algebraische Function von x und 
Kz)de » \ 
e’ in der Form 
/ Ix)ax 
3 = w(z,e ) 


.. “ . 17° . Be; f(x) lc 
ausdrücken lässt, die Elimination von e 


früheren Ableitungsgleichung 


aus dieser Gleichung und der 


dz Ifk)daz 
ze p'x 
dx P\ 


eine algebraische Differentialgleichung erster Ordnung für z ergeben: 


’ dz 
F(x, (X), 2, ) = V, 


deren Coeffieienten rational aus x und y(x) zusammengesetzt sind. Nach 
der von mir in meiner Arbeit „allgemeine Bemerkungen zum Abelschen 
Theorem“ (dieses Journal B. 90 H. 2) gegebenen Definition der Irredueti- 
bilität algebraischer Differentialgleichungen würde dies aussagen, dass die 
34* 
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oben für z aufgestellte Differentialgleichung zweiter Ordnung nicht irreduc- 
tibel ist; nun ist aber in eben dieser Arbeit der Satz erwiesen, dass die 
nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass eine Differentialglei- 
chung von der Form 

d’z Ä dz 

Fr A607 Y; -=V\, 


dx 


in welcher y eine algebraische Funetion von x bedeutet, irreduetibel sei. 
die ist, dass der Ausdruck 


If, v)dx i —//(x, ‚)dx 2 If&, v)dx 
v€ +e fe dx 


tür kein eonstantes og eine algebraische Funetion von = ist: in unseren 
Falle wäre somit die obige Differentialgleichung zweiter Ordnung für z dann 
und nur dann reduetibel, wenn ein eonstantes o existirt, für welches, da 


ee rm „re FE I aaa 
| Fe) 


a)arz , _—I)de f Irle)ax 
ve +e‘ e p(a)de = wie 


eine algebraische Funetion von x wird, d.h. wenn die vorgelegte Differen- 


i>DL, 


tialgleichung erster Ordnung ein algebraisches Integral besitzt; unter dieseı 
Annahme wird 


u Irkx)dx WET ‚ I/Ce)de 
= [e er ylajde=w(e)e —o0, 
und das allgemeine Integral der Differentialgleichung erster Ordnung geht in 


—/Ka)de 
e . u ri uU en 


Y = 
über, so dass sich durch Zusammenstellung dieser Gleichung mit 


-/fa)dx , 


gs = cv) rWwiz, 


die gesuchte Beziehung zwischen dem allgemeinen und partieulären Integrale 
in der Form ergiebt 


a—o)y—(e-o)yı = yir)(a—ec) 


somit wiederum wie in dem ersten Falle ein linearer Zusammenhang — 
vorausgesetzt wird dabei, dass e,—oe von Null verschieden ist, also y, nicht 
etwa das algebraische partieuläre Integral der gegebenen Differentialgleichung 
bedeutet; so wird die Difterentialgleichung 

dy 
j +Yy — T, 


dx 
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deren allgemeines Integral y= ce”’+xz—1 ist, die Beziehung liefern 


cey—cy, = (a-ce)(z—]1), 
wenn ec, von Null verschieden ist. 


Wir finden somit, dass in einer nicht homogenen linearen Differential- 
dy _ ” ’ 
gleichung erster Ordnung ir tyfa)=yl@) dann und nur dann eine alge- 
dr 
braische Beziehung zwischen dem allgemeinen, einem particulären Integrale und 


der Variabeln x besteht, wenn entweder e'" " eine algebraische Function von 
x ist, oder die Differentialgleichung selbst ein algebraisches particuläres Integral 
besitzt; in beiden Fällen ist die Beziehung zwischen dem allgemeinen und dem 
partieulären Integrale eine lineare von der Form Ay+A,yı =w(r), wenn 
o(x) eine algebraische Function von x, A und A, Constanten bedeuten, in 
denen die willkürliche Integrationsconstante enthalten ist. 

Setzt man voraus, die lineare Differentialgleichung erster Ordnung 
sei Irreduetibel, so ist der zweite Fall von der Existenz eines algebraischen 


Integrales ausgeschlossen, und es bleibt nur die Bedingung bestehen, dass 


e "" eine algebraische Funetion von x ist. 

In der eben durchgeführten Untersuchung ist aus der Entwiekelung 
selbst unmittelbar zu erkennen, dass man in der gefundenen Relation 
zwischen dem allgemeinen und dem bestimmt gewählten partieulären Inte- 
orale yı ohne Aenderung der in der Relation vorkommenden algebraischen 
Funetionen und Constanten letzteres dureh jedes nicht algebraische partieuläre 
Integral ersetzen kann, stets wird y wieder ein Integral der Ditferential- 
sleichung und wegen Vorkommens einer willkürlichen Constanten das allge- 
meine Integral derselben sein; so wird in der oben gefundenen Beziehung 


(—e)y—(le-eo)yı = (a-e)yv(r), 


y 


wenn für y, ein beliebiges anderes partieuläres Integral 


%- D X 
= ——Yıtr -— y(a 
2 e— 0 u C,—o0 


gesetzt wird, für y das Integral 


> 


u ( s 
Y us j e Yı + if \ x ) 
er A 


1 D l = 


> 
u 


zu setzen sein, worin 4 durch die Gleichung bestimmt ist 


» tr \ 
( Kö 0)(% 0) 


0 = 
% 


c—o 
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und es wird Y wieder das allgemeine Integral jener linearen Differential- 
sleichung erster Ordnung sein. 





u 


Dies liess sich a priori vermöge eines Satzes einsehen, der die Er- 
haltung der algebraischen Beziehung zwischen Integralen verschiedener 
oder derselben Differentialgleichungen für die Substitution beliebiger anderer 
Integrale derselben nachweist und von mir zuerst für eine Differential- 









sleichung mter Ordnung und ein System von Differentialgleichungen erster 
Ordnung in der Arbeit „über algebraische Beziehungen zwischen Integralen 
verschiedener Difterentialgleichungen“ (dieses Journal B. 84) und später 
in völlig allgemeiner Form in der oben erwähnten Arbeit „allgemeine Be- 
merkungen zum Abelschen 'Theorem“ aufgestellt worden ist; derselbe wird 
später den Ausgangspunkt für die Behandlung der allgemeinen Frage bilden. 

Die linearen Differentialgleichungen erster Ordnung betreffend mag 
noch bemerkt werden, dass, wenn die Aufgabe gestellt wird, das allgemeine 
Integral durch zwei partieuläre Integrale eben dieser Differentialgleichung 
auszudrücken, dies ohne jede weitere Bedingung unmittelbar geschehen kann, 
da, wenn 

a i, ER p(a)de=i, 


sesetzt wird, die drei Gleichungen 
y=ci+ti, yı = Gi+ü, Y = Gi, 
ie homogene lineare Relation liefern 


Ih 1 She, 
e—c, —6, 


%Y == 
Diese für lineare Differentialgleichungen erster Ordnung angestellten 
Betrachtungen werden sich auf solche mte" Ordnung erweitern lassen, worauf 
wir jedoch nur im Kürze eingehen wollen, da die Untersuchung _ dieser 
Frage für nichtlineare Differentialgleichungen wesentlich andere Methoden 
erfordern wird. >Sei die vorgelegte Differentialgleichung 
m m— 1 
rn) I + Hey = PR), 
in welcher f(x). &(&), -.. f(x), g(x) algebraische Funetionen von x be- 
deuten sollen, und werde die Frage aufgeworfen, unter welchen Bedingungen 
sich das allgemeine Integral als algebraische Funetion von x, von m par- 
tieulären. Integralen derselben Differentialgleichung und m» willkürlichen 
C'onstanten darstellen lässt. Wenn 71. 7, -.. 27, m partieuläre Funda- 


im 
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u 
DEREN 


mentalintegrale der redueirten Differentialgleichung 


dr” y — | nu 
der ri (X) gm—1 a 3 fin (€) Y — () 


darstellen, und man bestimmt aus dem Systeme von Gleichungen 


de de de, 

u r. Di N, = ... -+- 7 — ( ), 
1 de Br “ ds + m de 

dn, de, dn, de, 1 | dn. dc, N 

de dx de dx | de de 
drin, de, | dein, de, | Ay Alm 

| Zu -—— te. 4 = pie 

de”! de de"! dx da" dx 


die Werthe von ©, &, ... c„, welche, wenn die Determinanten 


N | N 2 . . . Y 


im 
dn, dn, Anm 
dx dx dx 
- 4, 
dr 'n, dr u * dr Iyın 
de"! da"! der! 
n, N} Be N, 1 N, +1 Nın 
dn, dn,; dn,ı dn-zı An 
/ 1) nm—r de dx dx d.r dr 
—1) = A 
ae " u 9 a 5 dr .? Nm 
de"? da"? dc”: da"? 


gesetzt werden, in der Form erhalten werden 


I, f \ | Y ww ’ 
= / zu de+l, ».. Om = / 7 pe dc+U,., 


worin C,, C;, ... C, willkürliche Constanten bedeuten, so hat das allge- 
meine Integral der vorgelegten ERLTTTTTT die Gestalt 


Zu CGn+Gn+ “+(Ü,? Mm 


1, 
nf 74 (2) de nf p(la)dce+ +7 tm f 7 4 ac) de. 


Bezeichnet man die zu m partieulären Integralen y,. 9. 
hörigen Constantensysteme mit 
C, U . . . E 1 


(! 


ÜÖ, Ü 


Im em . = » - mm % 
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so folgen die Beziehungen 
a HM a ff Y I ; E 
sy. = u Cu, nt GC, —(,,) Mt .+( C, —[,. ) ms 


/ Y\ Y 


-- Y\n f\ \ | if \ 
Y—-Y Rn Cum) n,+ C, ra On) n+ +; Com) "/m: 


Soll nun zwischen dem allgemeinen und den partieulären Integralen 
der nieht redueirten Differentialgleichung und m willkürlichen Constanten 
eine algebraische Beziehung von der Form 

u Fr ii a a 
stattfinden, so müssen die m Gleichungen befriedigt werden 
Fi, Yır War +++ Yarı Bi 0: u) N, 
= (G-0,)m+G-9)Nnt + (Ca CN 
diese Gleichungen können nun identisch für alle y,, Y:, ... y, oder nur für 
einige derselben bestehen, oder es werden sich y,, Y:, --. 49. algebraisch 
3 ++. N. ausdrücken. Man sieht unmittelbar, dass nur eine 


dureh n,.? 


ı19 


dieser Gleichungen identisch befriedigt werden kann, und dass somit dann 


y nur durch ein particuläres Integral algebraisch ausdrückbar ist, und zwar 
ist «dann, wenn die rt® Gleichung identisch ist, 
G—C,)n+ "+. -C,)"m = Y- (€) 

eine algebraische Function von x, und die algebraische Beziehung zwischen 
den Integralen lautet 

y=Yy+9\®). 
Bemerkt man aber, dass die lineare Beziehung zwischen den n- Grössen 
tür willkürliche Werthe von C,, ©, ... €, bestehen muss, wobei diese 
(‚rössen auch in der rechten Seite in den von ihnen abhängigen 2 - Grössen 
enthalten sind, so folgt daraus, dass jede der n-Grössen eine algebraische 
Funetion sein muss und der Fall der identischen Erfüllung einer oder 
mehrerer der Gleichungen in Yı. 9, ... Y„ fällt somit mit dem Falle zu- 
sammen, in welchem alle Fundamentalintegrale der redueirten linearen Difte- 
ventialgleichung algebraisch sind; man erhält in diesem Falle das allgemeine 
Integral als lineare Funetion eines partieulären Integrales und einer alge- 
hraisechen Funetion von x von der obigen Form. Sind die n7- Grössen 
nicht einzeln algebraisch, sondern — und dies ist die Verallgemeinerung 
der für die linearen Ditferentialgleiehungen erster Ordnung geltenden Sätze 
— bestehen zwischen denselben eine oder mehrere algebraische Beziehungen. 
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so mag die zwischen der kleinsten Anzahl der n7 bestehende algebraische 
Relation 
Die, 2, mr. 9) = VO 


2) iu 


lauten, es wird dann, da die „-Grössen als lineare Funetion von 


Bi ee 
mit constanten Coeffieienten ausdrückbar sind, die zwischen dem allge- 
meinen und den particulären Integralen lautende algebraische Beziehung 
die Form haben 

Pla, Auy—yı)t+Anly—-y)tt+AmYy— Yu +: 

Au yy)r An yp)tt Amy yn)) = N 
in welcher die A-Grössen UConstanten bedeuten. So wird z. B. für die 
Differentialgleichung 

d’y ’ 


dy  _. 
2 —;3 dz +2y > fix . 


dx 
da zwei particuläre Integrale der redueirten Differentialgleichung in der 
Beziehung 7,=n, stehen, zwischen dem allgemeinen und zwei partieulären 
Integralen die Relation bestehen 

K(y-yı)+R(y-y) = (Ly-y)l+l(ıy=y)], 
worin K,, K,, L,, L, Constanten bedeuten. 
Ist nun keine der oben behandelten Gleichungen in y,ı, %:, ».. 9, 
identisch, so werden aus jenen m Gleichungen y,. 9%. ».. 9. als alge- 
braische Funectionen von 71, 7, ... 27. folgen; da aber 


| ’ A Ä En 
y, = Com + mt + Cat f , p(®) de +. tn f px dx 


ist, so ergiebt sich für die Summe der mit 7 multiplieirten Integrale: 


j | 1 fen 


eine algebraische Function von 7,, 7, ».. 27., und umgekehrt sieht man 
sogleich, dass, wenn diese Summe eine algebraische Funetion der » ist, 
aus den Gleichungen, welche Y, %., Y:, -.. 9. durch die 7 und eben diese 
Integrale ausdrücken, durch Elimination der n7-Grössen eine algebraische 
Beziehung zwischen dem allgemeinen und m partieulären Integralen sich 
ergiebt. Man erkennt unmittelbar, dass, wenn die nicht redueirte lineare Ditfe- 
rentialgleichung ein algebraisches partieuläres Integral besitzt, aus der oben 
für y, aufgeschriebenen Gleichung sich die Summe der mit den n-Grössen 
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multiplieirten Integrale als algebraische lineare Function von 71, My, ... n, 
ergiebt und somit die Existenz einer algebraischen Beziehung zwischen dem 
allgemeinen und m partieulären Integralen nach sich zieht. Setzen wir zum 


Zwecke der allgemeinen Untersuchung 
f f (a)de = J, 
4J 


Po — db T, N» N, ... N 


und sel 
die algebraische Function der n-Grössen, welche die Summe der mit den » 
multiplieirten Integrale J darstellen soll, so ergeben sich, da, wie leicht zu 
sehen, für o<m-—l 
den, 
dx? 


den, de Nm 4 


A,+ + dx? 


4,4 
ist, die folgenden Gleichungen: 

Jr dat + m Sin 
dnm J 


dt m 


dx? 


dn, 


In. 
ht + 


dx 


d’n, nm 
— „t:+4+ —J 


’ de 


d’n, 


J-+ 


de’ dx 


dr—! u J 
de" da" - - 1 m 


dr N; 


N, 
ar der— „ht. + 
und hieraus 


r PO n 


ir—1 il N 


r + 1 m 


| dn, 9 dn; N dz dn; +1 dnm 


dx dx dx dx u 


b) 


dr—In, drin, d" In. f dr—! % dr u 


u 
den dan "damit damit  dam-i | 


Tr 

somit J, als algebraische Funetion von 7,, 92, ».. 2. und den m—1 ersten 
Ableitungen derselben ausdrückbar; um die Differentialgleichung zu erhalten, 
welcher hiernach J, genügt, wird man eben diese Gleichung 


dn, dnm drin, a ) 


J. — vn, r N, ... Nms dz a0. soo. der! Re der-! 
so wie jede der Differentialgleichungen 


d"n en, 


I Fe‘ 
dr” +fı (€ 


J dar! 


++ f,(2)n, == 0 


m’ mal differentiiren und so (m-++1)(m°’-+1) Gleichungen erhalten, aus denen 
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die m(m’+m-+1) Grössen 
de" ı m, d”’ 0 y dn 
dam’tm ? det 1 707° de’ ' 
eliminirt werden können und somit für J, die Ditferentialgleichung tolgt 


F(x, » dJ, Bash. d” J ) 2. (). 


dx d.ır” 
Andererseits folgt wiederum durch Zusammenstellung der Beziehung 
dJ, A, 


de gr“ 


mit den Differentialgleichungen für die 7-Funetionen mit Hülfe von m’- 
maliger Differentiation aller dieser Gleichungen, dass durch Elimination der 
m (m’+m+-1) Differentialquotienten der 7 aus den (m+-1)(m’-+1) Gleichungen 


sich für J, eine Differentialgleichung von der Form eı 


F\(, = BEE > a, — (: 


de ' da” 


jebt 


pr 
oO 


da nun J, den beiden Differentialgleichungen (m’+1)te und m’ Ordnung 


genügen soll, so folgt — genau wie es bei den linearen Differential- 
gleichungen erster Ordnung sich ergeben — dass die letztere Differential- 


gleichung reduetibel sein muss, und dasselbe gilt für alle m Integrale J,. 
I, u. J., und umgekehrt, ist die letztere Gleichung reduetibel, genügt 
also J, einer Differentialgleichung von der Form 


dJ a”.J,\ 
F(x Is —r ee. nt 
u de” ) 
so wird, da 
dJ, d d’J, d f A / ) 
—- or). a — YiT)). 
dx A P\E, dx’ dx \ 41.7 / 
ist, also alle Differentialquotienten algebraische Functionen von &, 7.9. ... 7, 


und deren Differentialquotienten sind, auch J, eine eben solche Funetion 
sein; bildet man nunmehr die Ableitungen der so gefundenen Gleichung mit 
Berücksichtigung der Integraldefinition von J, m(m—1) mal nacheinander 


und eliminirt mit Benutzung der redueirten Difterentialgieichung zwischen 


den so sich ergebenden m (m —1)+1 Gleichungen die m (m—1) Difterential- 
quotienten 


dn, d’n. d"!n, 
rt °. der ? 
so ergiebt sich eine Gleichung zwischen J, und den Grössen 7, Mas «=. Nas 


35* 
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d.h. J, als algebraische Funetion von 71, "5 »::» 2. Mit Hülfe der 
Gleichung 
y= Cn+omt+ +6, +MmAt+mdAttnad 

und den entsprechenden Gleichungen für m partieuläre Integrale folgt durch 
Elimination von 7,, 72, ... 2, die gesuchte algebraische Beziehung zwischen 
dem allgemeinen und m partieulären Integralen der gegebenen nicht homo- 
genen linearen Differentialgleichung m!° Ordnung. 

Man kann das oben auf eine Irreduetibilitätsuntersuchung einer Diffe- 
rentialgleichung m Ordnung redueirte Problem jedoch auch direet an- 
sreifen, indem man die Frage aufwirft, wann das Integral einer alge- 


braischen Funetion von partieulären Integralen einer homogenen linearen 


Differentialgleichung und den Differentialquotienten derselben wieder als 
eine algebraische Function derjenigen Grössen ausdrückbar ist, welche unter 
dem Integral vorkommen. Zur Behandlung dieses Problems reicht jedoch 
der oben angeführte Satz von der Erhaltung der algebraischen Beziehung 
zwischen Integralen verschiedener Differentialgleichungen nicht aus, der- 
selbe muss vielmehr durch eine Erweiterung desselben, welche auch das 
Hinzutreten der Differentialquotienten jener Integrale zulässig macht und 
welche in der T'hat auch in voller Allgemeinheit gültig ist, ersetzt werden: 
es wird dieser Satz an anderer Stelle von mir bewiesen werden. 

Sei nun allgemein die algebraische Differentialgleichung m! Ordnung 


1.) re, Y; 


vorgelegt, und werde angenommen, dass sich das allgemeine Integral der- 


dy  d’y d"y\ 0 


de’ dx’ de” 


selben als algebraische Funetion der Variabeln x, von « particulären Inte- 
gralen derselben Yı, Ya; ++» Yu, welche speciellen Werthen der m Integra- 
tionsconstanten zugehören, und den m willkürlichen Constanten ce, ©, ... €, 
in der Form ausdrücken lässt 


7: 2 \ 
2. Y — F(z, Yı, Ya, ..» Yus CC, C), ..» C 


Setzen wir nunmehr voraus, dass die Differentialgleichung (1.) in dem 
a. a. O. definirten Sinne irreductibel sei, so lautet der auf S. 128 meiner 
Arbeit „allgemeine Bemerkungen zum Abelschen 'T'heorem“ bewiesene Satz 
für den vorliegenden Zweck speecialisirt, folgendermassen: besteht zwischen 
+1 Integralen der Differentialgleichung (1.) eine algebraische Beziehung (2. , 
in welche auch die Variable x und die in der Differentialgleichung etwa vor- 








u 
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kommenden algebraischen Irrationalitäten eintreten dürfen, so wird diese alge- 
braische Beziehung erhalten bleiben, wenn man statt eines der Integrale ein 
beliebiges anderes particuläres Integral, für die u übrigen Integrale aber be- 
stimmte andere particuläre Integrale jener Differentialgleichung substitwirt. 
Setzt man somit in Gleichung 2.) statt y, ein willkürliches anleres 
partieuläres Integral Y,, so wird man mit Beibehaltung der willkürlichen 
Constanten €C,, ©, ... €, nur für die Integrale Y;, 9, ... 9, und y andere 


m 


Integrale Y:, Y;,... Y, und Y eben dieser Differentialgleichung zu sub- 


44 


stituiren haben, so dass zugleich mit /2.) die algebraische Beziehung besteht 


BI ET. Ei 


Ui? 


und vorausgesetzt, dass durch Substitution der Integrale Y;, Y;. ... Y, 
nicht eine der willkürlichen Constanten herausfällt, wird Y, da es ebentalls 
ein Integral der vorgelegten Differentialgleichung war, auch wieder das 
allgemeine Integral derselben sein; man erhält somit unter der gemachten 
Voraussetzung den folgenden Satz: 

Lässt sich in einer algebraischen. irreductibeln Differentialgleichung m'’r 
Ordnung das allgemeine Integral als algebraische Function der unabhängigen 
Variabeln x, von u particulären Integralen und m willkürlichen Constanten 
ausdrücken, so erhält man immer wieder einen Ausdruck für das allgemeine 
Integral der vorgelegten Differentialgleichung, wenn man für eines jener parti- 
culären Integrale ein beliebiges anderes, für die u—1 übrigen aber bestimmte 
andere particuläre Integrale eben dieser Differentialgleichung substitwirt. 

Setzt man voraus, dass der algebraische Ausdruck nur ein parti- 
euläres Integral enthält, so fällt die oben erwähnte Beschränkung dieses 
Satzes für die Substitution eines anderen, speeiellen Werthen der Integrations- 
eonstanten entsprechenden partieulären Integrales von selbst weg — wie 
z. B. bei der Differentialgleichung erster Ordnung, und es ergiebt sich 
der Satz: 

Lässt sich in einer algebraischen irreductibeln Differentialgleichung m’ 
Ordnung das allgemeine Integral als algebraische Function der unabhängigen 
Variabeln x, eines particulären Integrales und m willkürlicher Constanten 
ausdrücken, so erhält man wieder einen Ausdruck für das allgemeine Integral 
der vorgelegten Differentialgleichung, wenn man für das particuläre Integral 
ein beliebiges anderes eben dieser Differentialgleichung substitwirt. 


Nachdem diese Bemerkungen vorausgeschiekt worden, wollen wir 
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das Problem der nachfolgenden Untersuchungen zuerst in seiner ganzen 
Allgemeinheit folgendermassen hinstellen: 

‘s sollen alle algebraischen Differentialgleichungen m! Ordnung cha- 
rakterisirt werden, welche die Eigenschaft haben, dass sich ihr allgemeines 
Integral als algebraische Function der unabhängigen Variabeln, einer bestimm- 
ten Anzahl particulärer Integrale und m willkürlicher Constanten ausdrücken 
lasse, und es soll die Form dieser algebraischen Function selbst ermittelt werden. 

Sei wieder (1.) die vorgelegte Differentialgleichung und (2.) die ge- 
suchte algebraische Beziehung zwischen dem allgemeinen und « parti- 
eulären Integralen, so wird man nach dem oben angeführten Satze von der 
Erhaltung der algebraischen Relation das Integral y durch irgend eines der 
Integrale yı, %, ... Y„ ersetzen können, wenn man nur für Yı, Ya, ++: 9, 
passende andere Integrale derselben Differentialgleichung 

Eur Mur » 2 Me Me Me ee eh ee Mans Baar 


ul | 
substituirt, und es werden sich somit die Beziehungen ergeben: 
(N F ge ei; } u .». Bus C. C, u... En}; 


Fix, ö ‘ . u... Yu» Cı.» C}, ... en). 


Y, 7 7 7 \ 
F \T, Yu, ER ... Y C, C}, ... En): 


uus 


Da aber die Integrale Y auch durch die Gleichung (2.) für bestimmte Werthe 
der ce müssen dargestellt werden können, und zwar in der Form 


r . , > r @) „,(@) „,(@)\ 
ER IF. = Fiz, Yır, Yar +: + Yan il, MU,» 


(Fo = Fila, Yır War > Wan ar A > 
worin die Uonstanten z als Functionen der völlig willkürlichen Grössen 
C,. ©, €,„ zu betrachten sind, so erhalten wir unter der gemachten Voraus- 
setzung der Existenz jener algebraischen Beziehung die nachfolgenden 
Gleichungen: 
Fia, F(z, Yı, Yar +++ Yan A 
Fass Ba er U an Mach 
"ja, Fi@, Yı, Yar or Ya 
Fix, Yı, %; u . Kun); Cı, 6, 


R “ N “ (u) \ 
= File, Kia dr du »- re 


P4 ) ‚im /} 


uf R 
F(z, Yı, Ya,» ‚ Kulyı ee: au), Cı, 








l) 
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Da nun angenommen werden darf, dass nicht schon zwischen den 
u particulären Integralen y,, Y2, ... Y,„ algebraische Beziehungen stattfinden, 
weil man sonst vermöge dieser Relationen eine oder mehrere dieser Grössen 
aus der Beziehung (2.) eliminiren könnte, andererseits, wenn nur ein parti- 
culäres Integral in der algebraischen Beziehung vorkäme, die entsprechende 
Gleichung die Form haben würde 


| 


m/]) m\ 


u = Fin, Fila, 9, &%, Ms ++: Bu) Or Or oo. © 
und wegen der angenommenen Irreduetibilität der Differentialgleichung y, 
sich nicht als algebraische Funetion von z ergeben darf”), während ein 
eonstanter Werth von y, auch das allgemeine Integral constant machen 
würde, so müssen die Gleichungen (6.) in den Grössen Yı, Ya, ».. 9, tdentisch 
sein mit Beibehaltung willkürlicher Werthe von c,, ©, ... c„ und der davon 
abhängigen z- Grössen. 

Ich beabsichtige nun in der vorliegenden Arbeit die Anwendung 
dieser allgemeinen Prineipien auf die Discussion der algebraischen Diffe- 
rentialgleichungen erster Ordnung zu geben, und will schon hierbei die ver- 
schiedenen Methoden benutzen, wie sie für die Differentialgleichungen höherer 
Ordnung zur Verwendung kommen. 

Wir stellen zuerst die Frage, ob algebraische irreduetible Differen- 
tialgleichungen erster Ordnung von der Form 
ER (SU +F,(z, y) (3% BE HFF,-ı(®, Y, ey +F,(z, y) =V\, 


dx 
worin F,(x, y) eine rationale Function von x und y bedeutet, oder 
(8) 2 +f(s, y) =), 

worin f(x, y) eine algebraische Funetion von x und y vorstellt, existiren, 
für welche das allgemeine Integral eine ganze Function eines partieulären 
Integrales ist von der Gestalt 

9) ya, V)y+typ (a, )yr+ tgl, c)=F(e, yı, 
worin e eine willkürliche Constante und y,(x, e) rationale Funetionen von 
x bedeuten. Nach den Gleichungen (4.) müsste dann die in y, identische 
Gleichung bestehen 


*) Es genügt statt der Irreduetibilität der Differentialgleichung nur vorauszusetzen, 
dass y, nicht ein etwa existirendes algebraisches Integral der gegebene n Differential- 
gleichung sei. 
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(16) = Fils, Fe, y, *), ei 


oder 


m | 


Yyı = put, c, put, z)Y: tt pm (®, x) 


m Im 


3 ’ > | ’ I. 
u (fi LI, CC); Yu I, PA Yı 2 ... Pan ‚7, 2 eo. Pan T, c) 


m 


und somit, wenn m > 1 ist. 
polz, e)yı(z, &)" = 0; 

da aber gy,(z,e) für ein willkürliches e nicht verschwinden kann, weil 
sonst y nur vom m— 1!°0 Grade wäre, andererseits aber auch 9,(z, z) nicht 
Null sein kann, da x als Function von ce ebenfalls eine willkürliche 
Grösse ist, so muss m=1 sein, und es giebt somit keine anderen algebrai- 
schen Differentialgleichungen, für welche das allgemeine Integral eine ganze 
Function eines nicht algebraischen particulären Integrales ist, deren Coeffi- 
cienten von einer willkürlichen Constanten und der Variabeln algebraisch ab- 
hängen als solche, für welche diese Relation eine ganze lineare ist. 

Wollte man nun die Frage der linearen Relation zwischen dem all- 
gemeinen und einem partieulären Integrale nieht nur speciell für Difteren- 
tialgleichungen erster Ordnung sondern nach einer Methode, wie sie für 
beliebige Differentialgleichungen Anwendung finden kann, erörtern, so würde 
man von der Beziehung ausgehend 

11) y= Cy+C, 


in welcher C und C, algebraische Funetionen von x und der willkürlichen 


Constanten bedeuten, aus der Functionalgleichung (11. 

yı = ClKyı+K,)+Q, 
in weleher K und K, sich von EC und €, nur dureh Substitution der z statt 
der e unterscheiden, vermöge der Irreduetibilität der Differentialgleichung 
die beiden Beziehungen herleiten können 

K.C=1 KC+C=V%(, 
und somit, wenn man aus den algebraischen Gleichungen für C und C, eines 
der e eliminirt und 

C,=y(C), also K,=y(K)= pl 2) 

setzt, zur Bestimmung der Function g, welche ausserdem die Variable « 
algebraisch enthält, die Funetionalgleichung finden 


v A N v 
12. Ug\ +4 CO =(. 
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worin C, da es von den ce abhängt, als willkürliche Grösse betrachtet 
werden darf. Es ist leicht zu sehen, dass die allgemeinste algebraische 
Funetion g(C), welche dieser Functionalgleichung genügt. durch die Glei- 
chung definirt ist: 


g" + fı ( C — +f: 0) uud =. ... +f, E —— 0), 


worin f,(C) rationale Funetionen von C bedeuten, welche der Funetional- 
gleichung genügen 


(13.) el) = (-17f.(C): 


und da alle rationalen Lösungen der Gleichung (13.) offenbar in der Form 
enthalten sind 

1 E% 

m e-a)(e-4).(0-m(c- 4) 

Y 2 EN Y / - dl, l, 

f, (C = A.C E El . ( 

re-a)lc- 1)..0- (0-1) 

( —a,)\ 2 a n ( — a, ) we a, J 


worin r und £ zugleich gerade und ungerade sein müssen, während A eine 
willkürliche algebraische Function von x bedeutet, so wäre die nothwendige 
Form der linearen Beziehung in der Gestalt gefunden 
y = Cyty(C); 

es müsste nunmehr untersucht werden, ob dazugehörige Differentialgleichun- 
gen existiren. Wir wollen jedoch die Frage hier direct für Differential- 
gleichungen erster Ordnung von der Form (8.) angreifen und die Form der 
Function f zu bestimmen suchen, für welche zwischen dem allgemeinen 
und particulären Integrale die Beziehung (11.) stattfindet. Da nun 


l l IC IC 
= _ ce I >. m 


dx dx dx dx 


ist, so werden zu gleicher Zeit die beiden Gleichungen statthaben müssen 


dy dy dl  dÜC ” EV 
iıflen)=0 md car, a ir re 
dx + iz, Yı und ( dr rYı de de +fiz, Cyrcı 
oder 
et u ’ dl dÜ 
(14.) fir, Cy: r Ci) Fn Cf(z, YyılYı dx Eu der 


nehmen wir nun an, die gegebene Differentialgleichung erster Ordnung sei 

irreduetibel oder auch nur, y, sei kein algebraisches particuläres Integral, 

so muss die Gleichung (14.) eine in y, und für alle e identische sein und 

man wird daher dieselbe nach y, und e differentiiren dürfen; es folgt 
Journal für Mathematik Bd. XCI. Heft 4. 36 
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ey +0) _ Fey) _ IC 









&(Cy, +C,) u f oY, or 
cC , BC,N\ oflx,Cy, +C,) O0 ;; 0°C o’C 
VS tra) au 0 75T NM)l-Yı a. Fi 
ef oc o(Cy, +C,) X oxce OBxoc 






und somit dureh Elimination 








90 [° 90 °C 1. 80 30, „FC, 

2. yl- — — (la — — — Ü-—— 

of(z, y,) PEN, oc u Il dx de Or0c or de Oxdc 
dy, FT a 7 öc °C, 
Yeti te 


Betrachtet man diese Gleichung als eine Differentialgleichung erster 
Ordnung mit der unabhängigen Variabeln y, und der abhängigen f(x, yı). 
so wird durch Integration, da 








ol 
—— dy, 
32 Y, 
oC ol 
2 y ae R | 
oe ' ce oC ,oC, 
e = 5 +7, 
oC oc 
Ist. 
f 4( oC = 
2,8 = / U _—— 
Yı Yı oC OC 
oC . eC ol dC 0°C oC ©C 0o’C 
y, Tr |: -05 4 n — —UÜ- — 
06 oc or de orOc or 00 Orde_ 4, 
1) # a ( oC | oc ) Yı 
Yı oc ” oC 





folgen, worin A, eine willkürliche Function von x und e sein kann; da aber 
f(x, yı) eine algebraische Function von y, sein soll, so ergiebt sich als Be- 
dingung dafür, dass der Logarithmus aus dem Integral herausfällt, 


oC 
oC oC C o’C Q? 6) Ox 0 
oOx 0c Oroce oc C Ey, 


oÜ 


. Or .. . 
somit —, von ce unabhängig, oder 


C= yleo)w(e), 
worin g und w noch willkürliche algebraische Funetionen bedeuten; die 
für f(x, yı) nothwendige Form lautet also, wie man leicht einsieht, 


°C, 
fa, 9) = Ale’ (ow(e)+ &)- SR: de 
2, 9) = AP (Ay I)tacC al eh 


OC 
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und ist somit jedenfalls eine ganze lineare Funetion von y,. Wir werden 
somit auf den Fall der linearen Differentialgleichungen erster Ordnung 


I ‚ 
7 +My+N = 0 


d.x 
zurückgeführt, worin M und N algebraische Funetionen von x sind. Man 
sieht auch, ohne auf die im Anfange der Arbeit durchgeführte Discussion 
dieser Klasse von Differentialgleichungen zurückzugehen, unmittelbar, dass, 
weil vermöge der Relation 
y= yr6 


die beiden Beziehungen bestehen 


dy, . ‚dy dl dC ‚ i 
-ı_ ı.M —() AL + —1+-MCy,+C)+N=V(, 
de My+N=V0, ( de "I a" % 1(0y: en 
ei dy, . a 
die dureh Elimination von nn sich ergebende Gleichung 
oC _oC, ’ Äh 
—+MC+N—-CN = 0 
Yı (of + oX ‚ 


für ein nicht algebraisches y, die Bedingung = —=() nach sich zieht, d. h. 
es wird C, wie wir es auch früher gesehen, unter allen Umständen eine 
Constante sein; soll auch €, eine Constante sein, so muss nach eben dieser 
Gleichung 

MC, +N(1—-C) = 0 


sein, d. h. es geht, wenn 


| C 
! - = zZ 
ET 
gesetzt wird, die Differentialgleichung erster Ordnung in 
dz 
+ Mz = UV 
dx 


über, also in die homogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung. 
Wir erhalten somit das folgende Resultat: 
Die einzige Gattung von Differentialgleichungen erster Ordnung von der 


. dı J z y 
Form = +fiz,y)=V, für welche das allgemeine Integral eine ganze Func- 


tion eines particulären Integrales sein soll, deren Coefficienten von der will- 

kürlichen Constanten und der unabhängigen Variabeln algebraisch abhängen, 

gehört in die Klasse der linearen Differentialgleichungen mit der Beziehung 

y= cyı+ C,, worin ce die willkürliche Constante und c, in der oben angegebenen 

Art algebraisch von x und ce abhängt; soll auch c, eine Constante sein, so 
36* 
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wird man auf homogene lineare Differentialgleichungen oder auf solche durch 
eine lineare Substitution aus diesen transformirte zurückgeführt. 

Fragen wir jetzt allgemein, ob es Differentialgleichungen erster Ord- 
nung von der Form (8.) giebt, für welche das allgemeine und ein parti- 
enläres Integral durch eine algebraische Beziehung von der Gestalt 

15.) = Fiz, yı, ©) 
mit einander verbunden sind. Die Zusammenstellung der Gleichungen 


OF OF dy _ 
5 oy, de 


( Iy l | 


fl, y)=0 und f(x, Fix, yı, 0) =0 


dx j 
liefert wieder 
ie OF 
(16.) — 


OX 


oF 
und somit wieder unter der Voraussetzung, dass y, nicht eine algebraische 
Funetion von x ist, durch Differentiation nach y, und e und Elimination von 
of(z, Fz, y,, €)) 

OF(z, y,, €) 


zwischen den beiden so entstehenden Gleichungen die Differentialgleichung 


_.— 


fi, Yı) u f(z, Fix, Yı, c)), 


erster Ordnung für fix, yı): 
cF 
of(z,y,) , oY 


öy, ag a, 108 Fr 
cc 
also durch Integration 
oF cF 
Bun er oc oC oO ao 
17. fi, Yyı) = M öF tar a dy,. 
oy, oY, oc 
worin MH eine noch willkürliche Funetion von x und e ist, und es wird 
fx, yı) den Bedingungen zu unterwerfen sein, dass es einerseits eine alge- 
braische Funetion von y,, andererseits von der willkürlichen Integrations- 
eonstanten e unabhängig sein soll. 
Werfen wir zuerst die Frage nach einer rational gebrochenen Be- 


ziehung zwischen dem allgemeinen und partieulären Integrale auf, und 


fassen die oben aufgestellte Gleichung 
| 


yı = Fir, Fiz, yı, #), € 


so auf, dass die Gleichung 
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fl, 3 € 
zu einer ihrer Auflösungen die Grösse 

s=- Fi 9, * 
haben muss, so wird für die Annahme einer rational gebrochenen Beziehung 
die obige Gleichung 


18 A." +A 3"! .. + A, 
= 
Y: 3,23" +B z2"7!+..-.+B, 
und eine ihrer Auflösungen 

19, r a,y"—+a MT + + — dd, 

b er b, Piece b, 

sein, wenn @&%, dı, ».. Au, bu. bi. ... b, dieselben algebraischen Funetionen 
von #2 bedeuten, wie es die Au. A,. ... A,. B,. B,..... B, von e sind, und 


Zähler und Nenner dieser rationalen Functionen keinen gemeinsamen T’heiler 
haben, oder es wird (19.) in (18.) eingesetzt eine identische Gleichung liefern 
müssen, da y, keine algebraische Funetion von x sein soll. Ordnet man 
die Gleichung (18.) nach Potenzen von z, so sieht man, dass 3, wenn m > n, 
für kein endliches y,, wenn m <r, nur für y, =, und wenn m =», nur für 
einen Werth von y, unendlich werden kann: da aber (19.) eine gebrochene 
Funetion in Yı darstellen soll. so ist der Fall m >» von selbst ausge- 
schlossen, und es muss der Nenner von z die n!* Potenz einer linearen 
Function von y, sein. Ferner wird z2=0 nur für den dureh die Gleichung 
A„—B,y = definirten Werth von y, oder für y, = x, und es wird daher 
der Zähler von z die m!® Potenz dieser linearen Funetion von y, sein müssen, 
so dass sich je nachdem m <n oder m = n die beiden Formen für z ergeben 


f N m n 

d.y I d, / d Y wi A \ 

art oder 3=|( 
y\ \D Y + b, 


man sieht leicht, dass diese beiden Beziehungen mit den entsprechenden 


(A,2+ A, )" 


I = 


nur für den zweiten Fall und zwar nur für m = 1 zusammenbestehen können 
und findet daher als einzig möglichen Fall die linear gebrochene Beziehung. 

Die einzige Klasse algebraischer Differentialgleichungen erster Ordnung, 
für welche das allgemeine Integral eine rationale gebrochene Function eines 
particulären Integrales sein soll, ist diejenige, für welche diese rationale Func- 
tion eine lineare ist, deren Coefficienten algebraische Functionen der unabhän- 


gigen Variabeln und der Integrationsconstanten sind. 
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Nehmen wir zuerst an, die Coeffiecienten @, %, y, Ö der linearen 
Substitution 
(20) \ ey, +P 
y, +9 
seien Uonstanten, so folgt aus der oben allgemein für eine algebraische Be- 


ziehung gefundenen Form (17.) von f(x, y,), dass, weil 
Pia, 9, 6) = 


also auch die partiellen Difterentialquotienten nach y, und ce genommen von 


x unabhängig sind, 
ör 3a of 3», 60 
(7%, +9(n, +, )-(@y, +A(y 22 +2 .) 
fa se „a u Me RR ASE. 
9 öF —” ad — By 


0, 


Ouer 

21) fi, yı) = P.(Ayı+ Byı+0) 
ist. worin P eine noch willkürliche algebraische Function von x, und A, B, (0 
Constanten sind. Setzt man die eben gefundene nothwendige Form für 
fx, y,) in die oben aufgestellte Funetionalgleichung (16.), welche in unserem 
Falle in 


‚99 aytP\ _ (ed—Pr) z, 
no f(®; yY, +0 (vy, + ö)” fix, Yı) 


übergeht, ein, so erhält man zwischen den constanten Coefficienten der 
Funetion f(z, yı) und den ÜCoefficienten «, P, y, 0 jener algebraischen Be- 
ziehung die Relationen 

Aa" +2 Bay +Cy = (ad—Py) A 

Aaß+B(ad+Py)+0yd = (ad—Py)B 

AP" + Bp0 +09 = (ad — Py)C. 


Umgekehrt folgt aber auch, dass, wenn f(x, y,) gleich ist dem Pro- 
duete einer algebraischen Function von x in eine ganze Function zweiten 
Grades von y, mit eonstanten Coefficienten, also 

at dy 
23.) - 
\ dx 


1 a. 2 
10g.=® - Par 


WERE y—b 


= Fiy-a)(y-b. 


VuUer 
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sein wird, und somit 


y‚—a (a-HyfPaı 
= 66 
y—D 


woraus sich zwischen dem allgemeinen und partieulären Integrale die lineare 
Relation ergiebt 
y, (ac, —be) — ab(c, —c) 
Yy = Y, \ 1 ) v ) 


Yı (ce, B- c) RR be, 


Für den Fall gleicher Lösungen a = b, wird 


1 
/ Paz +c 


und es besteht somit ebenfalls die lineare Beziehung 


y= d-— 


y, [ale, —c) +1] — a’(e,—e) 
Dice Bar’ Oeer  uug 


Die einzige Klasse algebraischer Differentialgleichungen erster Ordnung, 


y- 


für welche die algebraische Beziehung zwischen dem allgemeinen und partieulären 
Integrale eine rationale gebrochene mit constanten Coefficienten ist, wird in 


d FE er, 
der Form En —=P(Ay’+By+C) enthalten sein, worin P eine beliebige alge- 
zn | 


braische Function von x, und A, B, Ü beliebige Constanten sind, und allen 

diesen Differentialgleichungen kommt auch wirklich eine solche Beziehung zu. 
So wird z. B. für die Differentialgleichung 

dy 


25.) 
a. dx 


l+y 
aus 

tangxr — tange 
1—tang.rtang ee 


tanex—ftanzı 


26.) y=tang(c+c)= und y, = tang(c-+e;, 


 4-tangztange, 
die lineare gebrochene Beziehung 
a7) y- Hdrn+c-G 
y,(C —C)+1-+CtC, 
folgen, wenn tange=(, tange, =, gesetzt wird. Zugleich mag an diesem 
Beispiel eine Verifieirung der oben allgemein für alle Difterentialglei- 
chungen bewiesenen Sätze vorgenommen werden. Setzt man nämlich in (27. 
y, statt y, und z statt y,, so folgt 
(+00) + 0-0, 
yı = z(C-O+(+CC) 


und hieraus 


y, 41+CC,)+0,—C 
y, (C=6,)+(1+C6) 
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dz i 
und man sieht leicht, dass — = 1+2, also z wieder ein Integral (er 
Ur 


Gleiehung (25.) ist; nun muss aber auch z als Integral dieser Differential- 
oleichung in der Form enthalten sein 
‚29, y A+KC)+Ä—C, 
y, (©, —K)+(1+KC,) 
und will man die Beziehung zwischen X und C haben, so braucht man nur 
die dureh (28.) und (29.) gegebenen Werthe von z einander gleich zu setzen 
und die so entstehende quadratische Gleichung in y, identisch zu befriedigen. 
Man erhält dann 
ER CC, +20, —C 
x —-Ce 44 
Dass der Fall der constanten ' Coefficienten für eine gebrochene 
lineare Beziehung zwischen dem allgemeinen und particulären Integrale nicht 
der einzige ist, mag das Beispiel lehren: 
dy 2 | 
de 49T 
für welches 
1 


= —gr, 
— (2 —1) 

und somit die Beziehung folgt 

ceYy 


y,(2—1)(e—e,)+e 
Werfen wir also nunmehr die Frage auf, für welche algebraischen 


I 


Eu 


Ditterentialgleichungen erster Ordnung die gesuchte Beziehung eine lineare 
oebrochene mit von x algebraisch abhängigen Üoefficienten ist, so wird 
wiederum aus (17.) folgen, dass 
0a , oß ) („2 00 ) 
| \ 
y— ) u. —(oy +P) = | 
(7H, | ö)\ 9 oc 5 ( y rp)\Y - + dc 


N. oJ 
ad — Ay ia or \ 


worin 


i dy, 
DE ae . 
h (?y, + o)\y oc > =) en (ay, ng MO: 


ist. Da nun im Allgemeinen 


ad Pr 


0a or a—b 
Y — a 
oc oc 


J| = 


sein wird, worin a und b algebraische Functionen von x und e bedeuten, 

































Königsberger, Zusammenhang allgemeiner und particulärer Integrale. 289 


so muss, da f(x, y,) eine algebraische Funetion von x und y, sein soll, 








EM VER... „ ARE Zee 
rn Y —ı 2. )(a—b) 
sein und somit, wie leicht zu sehen, j | 
udn et 
Me et) 


woraus sich f(z, y,) als ganze Function zweiten Grades von y, ergiebt. 
deren Coeffieienten noch willkürliche algebraische Funetionen von z sind. 
Sind wiederum die Lösungen a und 5b einander gleich, so wird 


ad — Py l 
J — ” - 
c@ or y—a 
v——u h 
s . 
CA Ot 
und 
f ‘(Il 
oJ oT aö— Pr | ad — 5 or 
a or 04 co} y—a ca cr (y,—a)' 
9 — a— Y——0 
ot tal oc al 


also f(x, yı) auch hierfür, wie leicht zu sehen. eine Funetion zweiten 
Grades in Yı. 

Die einzige Klasse von algebraischen Differentialgleichungen erster Ord- 
nung, für welche das allgemeine Integral eine rationale gebrochene Function 
eines particulären Integrales sein soll, deren Coefficienten von der unabhängigen 


Variabeln und der Integrationsconstanten algebraisch abhängen, ist von der Form 
dy 
dx 


zwar wird zwischen den Integralen dann nur eine lineare Relation mit im All. 


= Ay +By+C, worin A, B, C algebraische Functionen von x bedeuten, und 


gemeinen von x algebraisch abhängigen Coefficienten stattfinden können; sind A, B. 
C Constanten, so wird auch umgekehrt stets für jede solche Differentialgleichung 
eine lineare Integralbeziehung, aber ebenfalls mit constanten Coefficienten existiren 
Es bleibt die Frage zu erörtern, welchen Differentialgleichungen von 
der Form 
31) FH = Ay+By+C 
auch wirklich eine lineare Integralbeziehung entspricht. 
Macht man die Substitution 
(32.) y= RE. FB... 
‘ A 


dx 
Journal für Mathematik Bd. XCI. Heft 4. 
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so geht die Differentialgleichung (31.) bekanntlich über in die homogene 
lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung 


(33.) au P-" +Qu = (, 


da? 
wenn 


dA 
u Een © +B we. 


gesetzt werden; sind a, und a, zwei partieuläre Integrale der Gleichung (33.\, 
also das allgemeine von der Form C,u,+0C,w,, so wird, wenn = =c 
gesetzt wird, | 
nu BER... 
135.) EPRRERA dx de 
te Alu, + cu,) 
das allgemeine Integral der vorgelegten Differentialgleichung (31.). 
Soll nun zwischen y und y, ein rationaler linearer Zusammenhang 
von der Form 


ey+# 


U = 
’ yy, +6 
stattfinden, so muss wegen (35.) auch 


| 


 — 


du, du, «( du, 
ap \ de ' de u 
ee)  —— 
A(u, + cu,) du, 
a 


—* 


dlog(u, + en,) ‚dlog(u, +6 %) | dA dlog(u, + eu,) 


dx dx & 


| — (aA dlog(u, + c,%,) + BA 


dx 


dx 


sein; sind A, B, C eonstant, dann hat auch die lineare Differentialgleichung 
zweiter Ordnung eonstante Coefficienten, und ihre partieulären Integrale sinı 
e“” und e’”, die Gleiehung (36.) enthält somit nach Wegschaffung der Nenner 
eine homogene lineare Function von e'“*, e““+?*, e’’* mit constanten Coefti- 
eienten, und man kann somit die Grössen a, P, 7, d als Constanten so 
bestimmen, dass diese Gleichung befriedigt wird, was wieder auf den ersten 
oben bewiesenen Satz zurückführt. 

Seien nun A, B, C algebraische Functionen von x, und bezeichnen 
n, und n, zwei beliebige, aber fest angenommene partieuläre Integrale der 


) 











Königsberger, Zusammenhang allgemeiner und particulärer Integrale. 29] 


Gleichung (31). so werden 


[Ar da 
ee’ und ee: 


zwei beliebige, aber bestimmte partieuläre Integrale der Differentialgleichung 
zweiter Ordnung (33.) bedeuten, und daher zwei willkürliche partieuläre 
Integrale derselben in der Form 


JAnyda 


—/An,da —/An,.da 
% = Me‘ me 
rk N ‘ - 
31.) . . 
y —/An.dx | —/ An.dı 
u, = vie‘ +ne:' 
dargestellt sein. Aus den Differentialbeziehungen 
du, —/An da fAnıda du. . Anıdı nl 
= —wAne — u, An e ‚——_ = —v Ane‘ — nAnme' 
dx dr 2 2 
-_. 
folgt 
du Alam, n —u,v,m,, ER: Au u, (n —n, ’ 
En dx u», — u,V uv, —u,V 
(38. \ £ . 
| du. Av, v,(n —n,)  Alvu,n —v,u,N,) 
r . m — — We zu . - — - - U; “ 
ı de uv, —u,V, u v.—u,Vv 


u, v, 
und man sieht umgekehrt leicht, dass, wenn zwei partieuläre Integrale « 
und », mit ihren Ableitungen in linearer Beziehung stehen, die Coefhicienten 
derselben sich in der eben angegebenen Form ausdrücken lassen müssen. 
Da man, wie früher gezeigt worden, in einer Beziehung 
y= Fie, yı, ©) 

zwischen dem allgemeinen und partieulären Integrale stets das partieuläre 
Integral durch ein beliebiges anderes ersetzen darf, so kann man in der 
oben angenommenen linearen helation zwischen y und y, das partieuläre 
Integral y, dasjenige bedeuten lassen, welches man aus (35.) erhält, wenn 
man c=0 setzt, so dass für ce, = 0 die Gleichung (36.) durch die einfachere 
ersetzt werden kann 


du, du, du, aA 
ce—— a -B: 
39 dx dx \ de “ 
. Alu +cu) du 
. u ; r Ö Au, 
dx 


worin #, und «, die beiden willkürlichen partieulären Integrale (37.) be- 
deuten mögen. Nimmt man zur weiteren Vereinfachung der Rechnung 
=, 9%, =—U;, So dass 


- /An,dx — (An,da 


|. = U,e — ie 
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wird und die Differentialbeziehungen: 


"  %, 
du, er 
Fu Fe 


du, " A \ 
Mt) MM) Ur, 
(41.) 


A 
7) (Mt N), 


so wird die Gleichung (39.), wie unmittelbar zu sehen, in 


u \—2a(n+m)—-4P+7(n+n)[A+e)n+(1- en] 
+2d[1+c)n1+(1-e)n]! 
42.) +0, |— 2a [(1+e)m— (1-e)17]—4ßc+ 2y[(1+e)m— (1-e)n;] 
| +20[(1+e)n-(1-e)n.] 


+n2|-2acn-n)+ty7m—-n)[l+em—-(l-ec)n] = 0 


übergehen. 

Nehmen wir nun an, es habe die Differentialgleichung (31.) zwei 
algebraische Integrale, welche durch 7, und 7, dargestellt sein mögen, 
so wird man die Gleichung (42.) unabhängig von den Werthen von x, 
und w, befriedigen können *) durch algebraische Funetionen von x für «, 
Ps Y, 0, indem die Coefficienten von %, %,%,. a, identisch Null werden für 


—?2acn,n, 2ac a. ali—e)n, —(i+e)n,| 


A EEE“ ein 


43.) B= ‚y-7- “ 
d+on, -A-om, A-+en, den,’ don, -d-=on, 





*) Es mag bemerkt werden, dass ohne diese Annahme eine Beziehung zwischen 
TB a u, von der Form 
Lu +Mu.u,+4Nu, = (0, 
in der L, M, N algebraische Functionen von x bedeuten, nicht stattfinden kann; denn 
da sieh hieraus a, = T.u, ergeben würde, worin T ebenfalls algebraisch aus = zu- 
sammengesetzt ist, und bekanntlich für die Ditferentialgleichung (33.) die Beziehung 


besteht 
a B: 


Tr 
so würde 


af dlog u 
— UÜe ie oder Si = 
dx 
dlogu, 


foleen, worin U eine algebraische Function von z ist, daher — rg und ; 
dT AT 


dlog u 


1 dlogu 
A dx 
Ditferentialgleichung erster Ordnung algebraische Functionen von r. 


und somit vermöge der Gleichung y= — zwei Integrale der vorgelegten 
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welche Werthe bestimmte algebraische Funetionen bedeuten, da 


1+0),—(1-e)n. 


nicht für willkürliche Werthe von e verschwinden kann, und die Uonstante 
c linear enthalten; wir finden zugleich die Beziehung zwischen dem allge- 
meinen und particulären Integrale der vorgelegten Differentialgleichung 
erster Ordnung in der Form 
4) y- Ita -d—em.)y: NM. 
2cy, +[1—e)n, —(l-Fe)n,] 
so wird z. B. die Differentialgleichung 


dy _ EY = 0 

"— Ts Tees rT = 9 

de 9 72977 

welche die beiden partieulären algebraischen Integrale besitzt 





—c+Y2 — r—y?2 
—— ud n=—5 h 
eine lineare Beziehung zwischen dem allgemeinen Integrale y und einem 
beliebigen — aber transcendenten — partieulären Integrale von der Form 
liefern 


— C u 
(Y2— cxr)y, — 5 (2 —2) 
y-=— | 


2cy, +(y2-+er) 


\ 


welche auch unmittelbar aus der Existenz des allgemeinen Integrales 
ke-:'? 14 

ke’? —A 

welches für c=0 und e=x in die beiden algebraischen Integrale über- 


cz 


seht, gefolgert werden konnte. 

Für den Fall, dass A, B, C Constanten sind, hat die Differential- 
gleichung (31.) jedenfalls zwei algebraische Integrale nämlich die beiden 
eonstanten Lösungen der Gleichung 

Ay+By+C= 0 
und in Folge dessen werden sich wieder für die lineare Integralbeziehung «, /, 
y, 0 ebenfalls als Constanten ergeben, wie schon früher nachgewiesen worden. 

Wir finden somit, dass, wenn die vorgelegte Differentialgleichung erster 
Ordnung zwei particuläre algebraische Integrale besitzt, stets eine lineare be- 
ziehung mit algebraischen Coefficienten zwischen ihrem allgemeinen und einem 


iranscendenten particulären Integrale besteht, vorausgesetzt, dass ein solches 
existirt. 
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Es mag noch bemerkt werden, dass für jede Differentialgleichun. 
erster Ordnung von der Form 
dy 2 B’ 
—— = Ay+Bı T- -— A 
d Y + y- 44 


T” 


1 dB B da 
BErTETeT u) 
in welcher A und B beliebige algebraische Functionen von z bedeuten. 
ein linearer Zusammenhang zwischen dem allgemeinen und einem parti- 
eulären Integrale stattfinden wird, da dieselbe die beiden algebraischen 
Integrale besitzt 

b 


B . 
u. —_—g+H 


Gehen wir nunmehr wieder zur Gleichung (42.) zurück, nehmen 
aber an, dass die Gleichung (31.) nicht zwei partieuläre algebraische Inte- 
srale besitzt, so wird man nicht aus derselben schliessen können, dass sie 


sich identisch befriedigen lässt durch algebraische Functionen für «, /, y, d 


1? 
also auch nicht die gesuchte lineare Relation (39.) daraus folgern können. 

Seien y, und 9, zwei particuläre Integrale der Ditterentialgleichung 
(31.), die also nicht beide algebraisch sind, so wird man eines von beiden 
zu demjenigen Integrale machen können, dass in die gesuchte lineare Inte- 
sralrelation eintreten soll, und setzt man daher 


er — /[Ay,dz FAyydı 
45.) =e: a 7 7% 


so wird die Gleichung (39.) in 


— [Ada — [And 
u. e- :Y, Ce «Y. 
(46. Ei en 9: 


or Ar d — Anda 
e ER 


übergehen, oder wenn zur Abkürzung 


= fiyı) 


sesetzt wird, in 


Fady’ 


wo die Constante e auch noch in den Grössen e, 5, y, d der Function f(y, 
enthalten ist, und die Gleichung (47.) für jeden Werth von e bestehen soll: 
zugleich mit der Gleichung (47.) wird auch die durch Differentiation nach 
c hervorgehende 
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fYy)-y) (yı-flyı))+elyı -Y:) er) = (0 


und die durch logarithmische Differentiation nach = hervorgehende 


FuaAyı +By +0)+ ey — (Ay; + By, +0) 





Ay) = — RR} 
Yı Y;) 1 

(-f’(y))(Ay? + By, +0)— 10) 

= | y-fYy) u; 


bestehen müssen. Es mag nur noch zur Vermeidung von Missverständnissen 
bemerkt werden, dass, wenn der Ausdruck des allgemeinen Integrales auf 
irgend welche Weise in der Form 

ey, +f 

74, +9 

sefunden ist, worin @, , 7, Ö von e abhängen, das e der Gleichungen (46. 
und (47.) nicht dasselbe wird sein müssen, sondern dass, wenn die will- 
kührliche Constante in «, 5, y, d des Ausdruckes (a.) mit z bezeichnet wird, 
z eine bestimmte Function von e sein wird, da die allgemeinen Integrale 


ee) y-> 


sich nicht zu entsprechen brauchen; so wird, wie man sich leicht überzeugt 
in dem oben gewählten Beispiele, in welehem die Integrale in der Form 
sich ergaben 


2 ©. ze: ?-1 
y-— Ä - und y=-;>+V} — 
2cy, +(Y2-+cx) - ze ?—1 


wenn y, dem Constantenwerthe z, entsprechen soll, 
| R—R, | 

+2, 
sein müssen. 

Man wird nun die Frage nach den Bedingungen, unter denen zwischen 
y und y, eine lineare Relation von der Form (a.) besteht mit der Frage 
nach der Irreduetibilität einer algebraischen Differentialgleiehung zweiter 
Ordnung in Verbindung bringen können. Setzt man nämlich 

= th 
7.4 +9; 


worin &, Pr, 72, % algebraische Funetionen von x bedeuten, so wird man 
nach (47.): 
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’ Aly.yı +(9, — @,)y, — P,)de 
= ‚Su a BR: y.Y, +6, TE 


| Ina Yyı + [An — 8, a — a, ö]y, + B0,— 9,0 
(—ryi +(@—ö)y, + MKr.Yı + 9;) 
erhalten, worin F(z,y,) eine algebraische Funetion von x und y, bedeutet. 
Beachtet man, dass aus der Definition von J sich 


-=F(e, y, 


dJ 


49. dlogJ dx y+(d,—a,)y, —P, ä 
\ ) nie — A (7.30: 2)Y Fr ) =o(z, Yı) 





de J I:Yı +0, 


ergiebt und hieraus vermöge der Gleichung (31.) 


I _ (a) 
dloes _ Ye 948 Y), II Yı) AR 
— — —— u A . B e . 
dr‘ r oy, Ayı ray rd, 
folgt dureh Elimination von y, zwischen (49.) und (50.) die algebraische 
Ditferentialgleichung zweiter Ordnung für J 
/, dlogJ d ns PR) 


6.) we, ———, 


— (), 
’ dx \ 


Andererseits liefert die Gleichung Ei die Beziehung 


. 1J IF(z >F 
2) N - Mam) , OFEy) gar By +C 


dx or oy, 


_— * 


und dureh Elimination von y, zwischen (48.) und (52.) die Differential- 
vleichung erster Ordnung 


53) 2a, JS) = 0; 


’ dx 
wir sehen somit, dass, wenn die Differentialgleichung (31.) die Eigenschaft 
besitzen soll, dass ihr allgemeines Integral in linearer Beziehung zu einem 
partieulären Integrale stehen soll, die Differentialgleichung (51.) eine 
veduetible sein muss, und es wären zur weiteren Durchführung dieser Unter: 
suchung die Irreduetibilitätsbedingungen dieser Differentialgleichung test- 
zustellen. 

Wir verfolgen diese Frage nicht weiter, sondern wenden uns jetzt 
zur Untersuchung der allgemeinen algebraischen Beziehung zwischen dem 
allgemeinen und einem particulären Integrale einer Differentialgleichung 
erster Ordnung; so liefert z. B. die Differentialgleichung 

day _ ul u 2, ie 
de 2 Yy-a)y—-d)+Y-ea)y-Y)+Y-Ay—r) fie) 
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als allgemeines Integral 
(y-e)(y-P)ly-r) = ec 
und somit die gesuchte Beziehung zwischen dem allgemeinen und einem 
particulären Integrale in der Form: 
(ya) y-Py-Y)-eln-e)y-P)lyı-y) =. 
Nehmen wir an, dass die gesuchte Beziehung 
(54) y= Fa, yı, e) 

ist, so wird die rechte Seite der Differentialgleichung 

dy 


Y(@) d 
e/ x) dx 


nach Gleichung (17.) die Form haben 
Er.) OR N.0) ÖRG, u, 0 
‚BEE dc oc oO oy Dun, 
f? [ on: Bin se Me. En 
(59.) f(z, Yı) M öF(z, y, i c) + öF(z, y, , c) dr ÖF(z, Y; c) dy, “ 
oY, oY, oc J 


worin M eine noch willkürliche algebraische Funetion von z und e bezeichnet. 
Bevor wir die Form von f(z,y,) weiter präcisiren. mag bemerkt 
werden, dass nach früher angeführten Sätzen die beiden Gleichungen 
yı=F(z, 3, c) und s=F(z, yı., *%) 
zu gleicher Zeit bestehen müssen, worin z als bestimmte Function von e auf- 
zufassen ist, oder anders ausgesprochen, es muss die Beziehung y, = F(z, 3, e) 
bestehen bleiben, wenn y, und z vertauscht werden, wenn man nur überall 
c durch z ersetzt. Sei nun die eben bezeichnete Gleichung 
(56.) 9,3, 0)yı + Yılz, 3, c)yı ++ Pn-ı (2, 3, C)Yıt Pn (2, 3, 6) = 0, 
in welcher die g-Funetionen ganze Functionen von z und z sein werden, 
so wird auch: 
(97.) pu(X, Yı> x) 2" + pi (X, Yı, x)2”" +++ Pm—ı \T, Yı, z) 3+% m\L, Yı, x) =) 
sein, und da die zweite Gleichung aus der ersten durch Substitution von yı, 2 
und z statt z, y, und e hervorgegangen ist, so werden auch die g ganze Fune- 
tionen mten Grades von z sein, und es werden die beiden Gleichungen in 
der Form darstellbar sein 


(a,23”+ a, ger +++.) yY + (b,3”+b, zZ" te)yr+ - 
+ (m,3”"+m2""+ )=0, 
(Auyı + A,yı + +)23”+ (Buyi + B, - Tu + ...) Si + . 


+ (My + Myi +) = 0, 
Journal für Mathematik Bd. XCI. Heft 4. 38 


(58.) 
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worin A,, B,. :.. M, aus a,, b,. ... m, durch Substitution von x statt « 
erhalten werden. Stellen wir die zweite dieser Gleichungen mit der ersten 
in der Form 








m m K.c f m m—1 m— 
d,Yı + buy: +++m)2 +(a,Yı +b,y: + +m)2"" +. = 0 
zusammen und eliminiren z, so muss sich, da y, nicht ein algebraisches 
partieuläres Integral der Differentialgleichung erster Ordnung . sein sollte, 





eine in %, identische Gleichung ergeben. Eliminirt man 3” aus jenen beiden 
Gleichungen, so ergiebt sich eme Gleichung (m —1)ten Grades in 3, deren 
Coetfieienten wiederum ganze Funetionen von x und y, sein werden; nimmt 
man aber an, dass die Gleichung (56.) irreductibel in y,, also (57.) irre- 
duetibel in z ist, so muss diese Gleichung (m — 1)ten Grades in z identisch 
verschwinden; aber da die Coeffieienten gleich Null gesetzt wieder y, als 
algebraische Funetion definiren würden, so muss jenes identische Ver- 
schwinden der Coeffieienten der z-Potenzen auch für beliebige Werthe 
von y, stattfinden, und wir bekommen Beziehungen von der Form: 

A,a, = B,a,, A,b,+A, a, = B,b,+B, a, A,c+A,b,+A,a, = B,c+B,b,+B; a,. ... 
ebenso 


A,@; e C,a,, A,b»-+ A, a; u C,b,+ C, U, ++. 


und ähnliche, welche alle durch dieselbe Beziehung zwischen z und e be- 
friedigt werden müssen. 

Betrachten wir aber jetzt wieder den speeiellen Fall, in welchem 
die gesuchte Relation zwischen dem allgemeinen und partieulären Integrale 
x nicht explieite enthält, also von der Form ist 

(59) y = Fly, e), 
so wird 
OF(y,c) 


60.) fa, yı) = Mg 

°Y, 
sein, worin M eine der Form nach noch weiter zu bestimmende algebraische 
Funetion von x und e ist, f(x, y,) jedoch selbst e nicht enthalten darf. 


Denkt man sich in (60.) e= 0 gesetzt, so folgt 
fix, y) = ula)kiy), 


worin u(x) und A(y) reine algebraische Functionen von x und y sind, und 
wir erhalten alle Differentialgleiehungen von der gesuchten Eigenschaft in 
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der Form 
(61. 4 = u(z)A(y). 
Fragen wir nun umgekehrt, welchen Differentialgleichungen von dieser 
Form auch wirklich eine algebraische Beziehung zwischen dem allgemeinen 
und einem particulären Integrale entspricht, so kann wegen 
dy 
Ay) 


die Frage auch so gestellt werden: Wann hat die Differentialgleichung 


-=u(z)de, 


l 


( 
= ulz)de, iy 


’ Iy dy 
(62.) . — 
A(y) 4(y,) 


ein allgemeines algebraisches Integral? Ist nun « ein willkürlicher con- 
stanter Werth und sei y, 
(62.) in die Form setzen 


‚2 Y dn $" Be (en. 
Er J An) J m) =} An)’ 


eliminirt man nun zwischen 


=, so können wir das Integral der Gleichung 


[7 


y=F(y,c) und C=F(e, e) 
die Constante c, so folgt eine algebraische Beziehung 
(64) C= Fly, yı, ©) 


als Integral von (62.), d. h. das Integral 
"dm 
A(n) 
hat ein algebraisches Additionstheorem. Lassen sich umgekehrt zwei gleich- 
artige Integrale dieser Form zu einem solchen vereinigen mit algebraischer 
Relation zwischen den oberen Grenzen, so wird jede Differentialgleichung 
von der Gestalt 
2 —= u(z)A(y) 
wegen 
dy __ dy, 
Ay)  Alyı) 
oder der daraus folgenden Gleichung (63.) eine algebraische Beziehung 
zwischen dem allgemeinen und einem partieulären Integrale liefern, und wir 
erhalten somit den folgenden Satz: 


38* 
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Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass eine Diffe- 





rentialgleichung 2. — f(z,y) so beschaffen ist, dass ihr allgemeines Integral 


eine algebraische Function eines particulären Integrales und einer willkür- 
lichen Constanten ist, ist die, dass f(x, y) = u(z).A(y), worin u(z) eine will- 
kürliche algebraische Function von x und 4(y) eine solche algebraische 


Function von y bedeutet, dass U ein Differential erster Gattung vom Ge- 


4(y) 
schlechte 1 ist. 
Wien, Januar 1881. 

















Ueber die Disceriminante algebraischer Functionen 


einer Variabeln. 
(Von L. Kronecker. ) 


Vorbemerkun®e. 


Die Abhandlung, deren ersten Theil ich hier veröffentliche, ist von 
mir in der Sitzung der hiesigen Akademie der Wissenschaften am 16. Januar 
1862 vorgetragen worden. Von anderen Untersuchungen, deren Resultate 
sich in den Monatsberichten desselben Jahres angegeben finden, aufs Leb- 
hafteste in Anspruch genommen, habe ich damals unterlassen, die Abhand- 
lung in den Denkschriften der Akademie, für welche sie bestimmt war, zum 
Abdruck zu bringen. Aber ich habe den wesentlichen Inhalt der darin 
gegebenen Entwickelungen schon in jener Zeit und seitdem regelmässig in 
meinen an der hiesigen Universität gehaltenen Vorlesungen mitgetheilt, die 
weitreichende Bedeutung des einfachen Prineips derselben eingehend erörtert 
und das Interesse daran, wie ich von Manchen meiner Zuhörer im näheren 
persönlichen Verkehr erfahren habe, von Anfang an erweckt und in weiteren 
Kreisen verbreitet. So habe ich namentlich, um nur eine meiner älteren Uni- 
versitäts- Vorlesungen anzuführen, im Wintersemester 1865/66 unter Zugrunde- 
legung des Begriffs der ganzen algebraischen Grössen und Zahlen die allge- 
meinen Prineipien für die Zusammenfassung aller durch einander rational 
ausdrückbaren algebraischen Grössen sowie für deren Darstellung als 
homogene lineare Functionen einer gewissen Anzahl derselben vollständig 
dargelegt und im Wintersemester 1870/71 an die bezüglichen Erörterungen 
eine ausführliche Behandlung der algebraischen Funetionen einer Variabeln, 
also des speciellen Gegenstandes der vorliegenden Abhandlung geknüpft. 
Unter meinen Zuhörern von 1865/66 befanden sich die Herren Brill, Kiepert, 
Lüroth, Schwarz, unter denen von 1870/71 die Herren Dantscher,, Kiepert, 
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Stickelberger, Stolz, in der Zwischenzeit namentlich auch die Herren Netto 
und Frobenius, und Herr Netto hat erst neuerdings im vorigen Bande dieses 
Journals interessante Untersuchungen veröffentlicht, bei welchen der Inhalt 
jener Vorlesungen den Ausgangspunkt bildet. 

Auf das Prineip, welches den folgenden Entwickelungen zu Grunde 
liegt, wurde ich durch allgemeine, die Theorieen eomplexer Zahlen betreffende 
Untersuchungen im Jahre 1857 geführt. Die Allgemeinheit der Untersuchun- 
ven leitete unmittelbar auf den Begriff der ganzen algebraischen Zahlen als 
Wurzeln ganzzahliger Gleichungen F(x) =0, d. h. solcher, in welchen der 
Coeffieient der höchsten Potenz von x gleich Eins und die übrigen Coet- 
ficienten ganze Zahlen sind; bei der Behandlung specieller Theorieen com- 
plexer Zahlen bot sich die Auffassung derselben als ganzer ganzzahliger 
Funetionen einer bestimmten ganzen algebraischen Zahl zunächst dar. Dabei 
erhoben sich aber gewisse Schwierigkeiten, die freilich einzig und allein 
die Bestimmung der complexen Discriminanten-Factoren betrafen, und auch 
nur dann auftraten, wenn die behandelten speciellen complexen Zahlen die 
Eigenschaft zeigten, dass dabei ganze algebraische Zahlen in der Form 
gebrochener complexer Zahlen, d. h. ganzer Funetionen der zu Grunde ge- 
legten algebraischen Zahl mit gebrochenen Zahleoefficienten erscheinen 
konnten. Diese Schwierigkeiten brachten mich nach einiger Ueberlegung in 
dem bezeichneten Jahre zu der Erkenntniss, dass es eine theils unnütze, 
theils schädliche Beschränkung ist, die rationalen Funetionen einer durch 
eine algebraische Gleichung definirten Grösse x nur in der Form von ganzen 
Funetionen von z, d.h. also, wenn » den Grad der Gleichung bezeichnet, 
als lineare homogene Funetionen der » Grössen 1, z, x’, ... «"' darzu- 
stellen, dass vielmehr die allgemeinere Darstellung derselben durch lineare 
homogene Formen von irgend welchen » rationalen von einander linear 
unabhängigen Funetionen von x durch die Natur der Sache geboten ist. 
Hierdurch wird es nämlich ermöglicht, Formen complexer Zahlen auf- 
zustellen, in denen jede ganze algebraische Zahl auch ganz erscheint, und 
damit die oben angedeuteten Schwierigkeiten zu beseitigen. Die Zweck- 
mässigkeit solcher Formen hatte sich auch schon bei den Kummerschen 
Arbeiten über die aus den Perioden von Einheitswurzeln gebildeten com- 
plexen Zahlen gezeigt, und dabei war auch schon jenes Schema der 
bestimmenden Üoefficienten aufgetreten, welches durch die Bedingung ge- 
eeben wird, dass bei der Multiplieation linearer Formen von » Elementen 
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mit ganzzahligen Coeffieienten eine ebensolche Form resultirt. Durch diese 
Bedingung werden die Elemente unmittelbar als ganze algebraische Zahlen 
bestimmt, und zwar als solche, die sämmtlich durch eine derselben rational 
ausdrückbar sind, also einer und derselben „Gattung“ angehören. 

Damals schon in regem persönlichen Verkehr mit meinem Freunde 
Weierstrass stehend, machte ich demselben Schritt vor Schritt von «dem 
Fortgange meiner arithmetischen Untersuchungen Mittheilung, und als ich 
ihm nach kurzer Zeit die neu gewonnene Erkenntniss darlegen konnte, dass 
in der "Theorie specieller ecomplexer Zahlen an Stelle der ganzen Funetionen 
einer Grösse homogene lineare Funectionen einer gewissen Anzahl zusammen- 
gehöriger Grössen zu Grunde gelegt werden müssen, damit alle Schwierig- 
keiten und Ausnahmen beseitigt würden, da forderte er mich auf, dieselben 
Prineipien auf algebraische Funetionen einer Variabeln anzuwenden, um 
womöglich auch dabei die analogen umständlichen Betrachtungen entbehr- 
lich zu machen, welche bei der Behandlung der Integrale algebraischer 
Funetionen, wenn alle möglichen Singularitäten der zu Grunde gelegten 
Gleichung zugelassen werden, zunächst erforderlich erschienen. Dies ward 
mir der erste Anlass zu rein algebraischer, von geometrischer Interpretation 
wie von analytischen Hülfsmitteln absehender Behandlung der algebraischen 
Funetionen einer Variabeln, und ich habe meinem Freunde Weierstrass auf 
seinen Wunsch eine schriftliche Auseinandersetzung der Resultate nebst 
deren Herleitung am 19. October 1855 (mit diesem Datum bezeichnet) über- 
geben, von welcher er auch damals bei seinen analytischen Untersuchungen 
(sebrauch machen konnte. Aber gerade die weiteren Ergebnisse dieser Weier- 
strassschen analytischen Untersuchungen waren es, welche meine bezüglichen 


algebraischen in meinen Augen überflüssig machten, und mich — nachdem 
ich die Veröffentlichung im Jahre 1862 unterlassen hatte — später von der 


Publication abstehen liessen. Herr Weierstrass gelangte nämlich zu einer 
wirklichen Darstellung der von ihm so genannten Primfunetionen — welche 
den Kummerschen idealen Primfactoren entsprechen — in transcendenter Form, 
und damit wurde das eigentliche Fundament der T'heorie der algebraischen 
Functionen bloss gelegt und jede auf algebraische Mittel beschränkte Behand- 


lung überholt. Der Anlass dazu, dass ich nunmehr dennoch, und nach so langer 
Zeit, meine Arbeit aus dem Jahre 1862 abdrucken lasse, liegt in einer Ver- 
abredung mit den Herren Dedekind und Weber. Als ich im vorigen Jahre eine 
willkommene Gelegenheit fand und ergriff, Herrn Dedekind meine, als eines 
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Mitstrebenden, Anerkennung auszudrücken, und ihm dabei schrieb, dass ich 
schon seit lange im Besitze der den seinigen vielfach verwandten Prineipien der 
T'heorieen complexer Zahlen *) sei und diese auch für algebraische Fragen 
benutzt habe, theilte er mir in richtiger Voraussetzung des speciellen Gegen- 
standes mit, dass auch er seinerseits in neuerer Zeit und zwar im Vereine 
mit Herın Weber jene Prineipien auf die Behandlung algebraischer Func- 
tionen einer Variabeln angewendet habe. Als nun später Herr Weber 
die von ihm und Herrn Dedekind verfasste Arbeit für das Journal zusagte, 
entschloss ich mich im Einvernehmen mit denselben, meine eigene bezüg- 
liche Abhandlung vom Jahre 1862 kurz vor der ihrigen und, bevor ich 
von derselben Kenntniss nähme, zum Abdruck zu bringen. Ich habe dess- 
halb die inzwischen von Herrn Weber eingesandte Arbeit uneröffnet in die 
Hände des Herrn Prof. Lampe gelangen lassen, der seit lange den speeiellen 
redaetionsgeschäften vorsteht, und dieselbe wird im nächsten Bande dieses 
Journals Aufnahme finden. 

Ich habe geglaubt an meinem Manuscript vom Jahre 1862 keinerlei 
Veränderungen vornehmen zu sollen, wenngleich die Breite der Behand- 
lung mir heute wenig zusagt. Auch die Bezeichnung „wesentlicher und 
ausserwesentlicher Theiler der Disceriminante“ habe ich, obgleich ich 
davon später seltneren Gebrauch gemacht habe **), unverändert beibe- 
halten, weil sie von jener Zeit her aus meinen Universitäts-Vorlesungen und 
privaten Mittheilungen vielfach Aufnahme und Verbreitung gefunden haben. 
Schon bei Abfassung der Arbeit habe ich absichtlich, um den an die zahlen- 
theoretische Entstehung anknüpfenden Charakter der Entwiekelungen nicht 
zu ändern, den Gesichtspunkt durchaus festgehalten, die eine der Variabeln 
v als eine „unbestimmte“ Grösse, die andere x als deren algebraische 
Funetion zu betrachten, obgleich es begreiflicherweise sachgemässer ist. 
die gegenseitige Abhängigkeit der beiden Variabeln, das durch ihren Zu- 


*) Gemeinsam ist Herrn Dedekinds und meiner Behandlungsweise das oben dar- 
zelegte Prineip der Darstellung complexer Zahlen und Alles, was daraus fliesst; aber 
die Auffassung und Erklärung der Divisoren, von der ich ausgehe, ist von der des 
Herrn Dedekind verschieden, wenn auch natürlich die schliesslichen, von jeder Detfi- 
nition der complexen Divisoren unabhängigen Resultate dieselben sind. Ueberdies be- 
steht auch eine Verschiedenheit in Bezug auf die Frage einer naturgemässen Dar- 
stellung der Divisoren, deren Erledigung mir, bei meiner Art des Eintretens in die be- 
züglichen Untersuchungen, von Anfang an als letztes Ziel erscheinen musste, während 
dies bei Herrn Dedekinds Ausgangspunkt nicht der Fall war. 


*) Die modifieirten Bezeichnungen finden sich in einem später folgenden Aufsatze. 
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sammenhang constituirte algebraische Gebilde in das Auge zu fassen. Ich 
möchte es als eines der Hauptergebnisse der Arbeit — welches ich schon im 
Jahre 1558 Riemann mitgetheilt habe — bezeichnen, dass die Behandlung jene: 
so zu sagen allgemeinen oder regulären Falles algebraischer Gleichungen 
zwischen zwei Veränderlichen, auf den sich Riemann mit dem Bemerken 
beschränkt hat (T['heorie der Abelschen Funetionen Bd. 54 8. 127). dass sich 
„die Resultate auf die übrigen als Grenzfälle leicht ausdehnen lassen“, auch 
desshalb genügt, weil sich die anderen Gleichungen in solehe transformiren 
lassen. Durch die bezüglichen Darlegungen gewinnt man auch erst für das 
von Riemann eitirte Verfahren von Lagrange festen Boden, da sonst die Be- 
stimmung fehlt, bis zu welchem Gliede man die Reihe zu untersuchen hat, um 
über die Verschiedenheit der Reihenentwickelungen eine Entscheidung zu 
erlangen. Endlich wird damit jene Mannigfaltigkeit der bei den Reihen 
entwickelungen algebraischer Funectionen vorkommenden Besonderheiten. 
welche die Behandlung derselben so complieirt erscheinen lässt, völlig 
entwirrt, indem vorher die Gleichung in eine solehe zu transformiren ist. 
für welche e—a, wenn oe die unabhängige Variable ist und nach Potenzen 
von e—a entwickelt werden soll, nicht zu den ausserwesentlichen Faetoren 
der Diseriminante gehört. Die ursprünglich verlangte Reihenentwickelung 
ergiebt sich dann als eine rationale Funetion der neuen „regulären“, und es 
offenbart sich hierin der Grund der vielen Complieationen, welche die Reihen- 
entwickelungen algebraischer Functionen darbieten können. Schliesslich 
möchte ich das werthvolle methodische Hülfsmittel der unbestimmten Coetti- 
cienten hervorheben, welches ich schon in früher Zeit, z. B. in einem kleinen, 
im XIX. Bande von Lioweilles Journal abgedruckten Aufsatze, und seitdem 
stets bei meinen algebraischen und arithmetischen Untersuchungen in deı 
umfassendsten Weise benutzt habe. Bei den Entwiekelungen welche in den 
$S$ 5, 6 und 8 dieses Aufsatzes enthalten sind, bei der 'T'heorie der Elimination. 
wie ich sie in meinen Universitäts-Vorlesungen zu geben pflege und dureh den 
Druck zu veröffentlichen im Begriffe stehe, bei der Theorie der verschiedenen 
„Ulassen“ von Gleiehungen, die im Galoisschen Sinne besondere Gruppen 
von Substitutionen haben, endlich zumal bei der allgemeinen Theorie alge 
braischer Grössen, wie sie in einem folgenden Aufsatze skizzirt werden soll 
findet jenes methodische Hülfsmittel die ausgedehnteste und erfolgreichste 
Verwendung. 
Berlin, August 1881. 


Journal für Mathematik Bd. XCI. Heft 4. 39 
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$1. 

Wenn eine Grösse ze von gewissen Variabeln e, vo’, oe”, ... in der 
Weise abhängt, dass sie Wurzel einer Gleichung te? Grades ist, deren 
Coeffiecienten die Grössen e nur rational enthalten, so wird x im Allgemeinen 
als algebraische Function der Variabeln vo bezeichnet. Denkt man sich die 
irreduetible Gleichung F(z,o,v, ...)=0, durch welche x als algebraische 
Funetion von ®, vo, ©, ... definirt wird, auf die Form gebracht, dass darin 
der Coeffieient von x" gleich Eins ist, so werden die übrigen Coefficienten 
rationale, ganze oder gebrochene Functionen der Variabeln o sein. Da es 
nun für die Natur der algebraischen Function x einen wesentlichen Unter- 
schied bedingt, ob F(z,v,v',o”, ...) auch in Bezug auf die Grössen » eine 


ganze Funetion ist oder nicht, so soll im ersteren Falle — analog der her- 
kömmlichen Ausdrucksweise für die rationalen Functionen — x als ganze 


" 


aleebraische Function von ®, ©’, v", ... bezeichnet werden. Eine Grösse 
x ist demnach eine „ganze algebraische Function“ gewisser Variabeln, wenn 
dieselbe einer irreduetibeln Gleichung genügt, in welcher der Coeffieient der 
höchsten Potenz von z gleich Eins ist, während die übrigen Coefficienten 
ganze rationale Functionen der unabhängigen Variabeln sind. 

Aus der gegebenen Definition folgt unmittelbar, dass jede ganze 
algebraische Funetion die Eigenschaft hat, für endliche Werthe der unab- 
hängigen Variabeln niemals unendlich werden zu können, sowie andererseits, 
dass jede algebraische Funetion, welche diese Eigenschaft hat, nothwendig 
eine ganze algebraische Function sein muss. Aus dieser charakteristischen 
Kirenschaft geht ferner hervor, dass jede ganze algebraische Function von 
vanzen algebraischen Funetionen wiederum eine solche ist, sowie dass, wenn 
eine ganze algebraische Function von ®, v', ©”, ... rational ist, dieselbe 
eine ganze rationale Function eben dieser Variabeln sein muss. Endlich 
sieht man leicht, dass man in gewisser Hinsicht von der Voraussetzung der 
[rreduetibilität abstrahiren kann, welche in Bezug auf jene die ganze alge- 
braische Funetion definirende Gleichung gemacht worden ist; denn eine 
(‚rösse x erweist sich schon dadurch als ganze algebraische Function von 
v,v0,©0, ..., dass dieselbe irgend einer, wenn auch reductibeln, Gleichung 
Fixz)=(0 genügt, in welcher der Coeffiecient der höchsten Potenz von r 
gleich Eins ist, während die übrigen Coeffieienten ganze rationale Func- 
„... Sind. Aber die definirende Gleichung 


tionen der Variabeln », v', ®" 
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musste um desswillen als irreduetibel angenommen werden, weil eine reduce 
tible Gleiehung überhaupt nicht eine algebraische Funetion mit ihren ver 
schiedenen Werthen sondern mehrere algebraische Funetionen als Wurzeln 
enthält. Die Voraussetzung der Irreduetibilität war also durch den Begrif 
der algebraischen Funetion überhaupt, nicht aber durch die besondere Eigen 
schaft der ganzen algebraischen Function geboten. 

Ist F(x, v, v', v" 
welche x als ganze algehraische Function von e, e', ® 


„...)=0 die irreduetible Gleichung »t*r Grades, dureh 


F definirt wird. 
so lässt sich jede rationale Funetion von x und e, ©’, ©", ..., welche zu- 
gleich eine ganze algebraische Function der Grössen e ist, auf die Form 


7) bringen, wo g eine ganze rationale Funetion von z, e, ve, ©" 


F(«) 
und F’(x) die Ableitung von F(z,e,e,...) nach x bedeutet. Wenn nämlieh 
v(x) jene darzustellende Function ist, wenn ferner mit ©, &. ... z,_, die 


ne 


verschiedenen Werthe der algebraischen Function z und mit w,., ww, ... w 
die zugehörigen Werthe von (x) bezeichnet werden und alsdann 
au Wn—1 
F(z © v ... ER _ - tere ) = ( \2&) 
ur) sa ',—s  R—In-1 dr 


! " 


gesetzt wird, so ist p offenbar eine rationale Funetion von z, e, ®, ® 
da der in Klammern eingeschlossene Ausdruck in Beziehung auf x,. ©. ... &,_, 
symmetrisch ist. Die einzelnen Summanden dieses Ausdrucks multiplieirt 
mit F(z) sind aber andererseits in Folge der über w(z) gemachten Vor- 
aussetzung ganze algebraische Funetionen von 2,0, ©, e",.... Also ist 
p(z) auch eine ganze algebraische Function, und, da es zugleich rational 
ist, eine ganze rationale Function der Grössen z und e, ®', ©", .... Für 
jeden Werth 3= x, redueirt sich g(z) auf den Werth w(z,).F'(x,), und 
ist daher allgemein für die durch die Gleichung F(x) =0 erklärte Fune- 
tion x: 

,,,...) 


F'(z,0,0,...)' 


/ 


v(2,0,0,...) 
Demzufolge wird auch, wenn man das Produet 


F (z,).F(z,)...F(x,_.) 


als ganze rationale Function der Grössen © mit D(e,e,e",...) bezeichnet. 


2 


D(v,v,..).w(2,0,v,...) gleich einer ganzen rationalen Funetion von 
%, 06, d,.... Danun D(e,e',...) die gewöhnlich so genannte Diseriminante 
39* 
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der Gleichung F=0 ist, welche ich im Folgenden auch als „Diseriminante 
der ganzen algebraischen Funetion x" bezeichnen will, so ergiebt die vor- 
stehende Ausführung, „dass jede durch z, ®, v’, ... rational ausdrückbare 
ganze algebraische Funetion der Variabeln ©, multiplieirt mit der Diserimi- 
nante von x, als ganze rationale Function von x, o, ev, ... dargestellt 
werden kann“, 





Wenn nunmehr z eine ganze algebraische, durch die Gleichung 
F(x,v) =() definirte Funetion einer einzigen Variabeln oe, und De) die Dis- 
eriminante derselben bedeutet, so werden alle ganzen algebraischen Fune- 
tionen von ©, welche zugleich rationale Functionen von x und ® sind, in 
der Form: 

A,(e)+A,(e).c+ A,(v).2°+ + A,_, (0). 2""" 


enthalten sein, wenn auch für die Coefficienten A,(e), A,(v), ... nur solche 
rationale Funetionen von oe genommen werden, deren Nenner Theiler der 
Diseriminante D(v) sind. Man wähle nun unter denjenigen ganzen alge- 
braischen Funetionen, welche in dieser Form dargestellt in Bezug auf « 
vom m Grade sind, eine solche aus, für die der Nenner der rationalen 
Funetion A,„(vo) von möglichst hohem Grade ist. Wird alsdann dieser Nenner 
mit N,(o), der Zähler mit M(o) bezeichnet, so giebt es, da diese beiden 
Funetionen ohne gemeinschaftlichen Factor vorausgesetzt werden, zwei eben- 
falls ganze rationale Funetionen P(v) und O(e), für welche die Gleichung: 
P(v).M(e)+0(v).N,(e) = 1 
stattfindet. Demnach wird man, wenn die ganze algebraische Funetion 
A,(e).2"++-- mit P(e) multiplieirt und alsdann O(e).x” dazu addirt wird, 
wiederum eine ganze algebraische Function erhalten, welche als ganze 
rationale Funetion von x dargestellt nur vom mtr Grade, und in welcher 
1} f) .. D . 1 ” . u » . 
der Coefficient von =" gleich (6) ist. Bezeichnet man die auf diese 
Weise erhaltenen ganzen algebraischen Funetionen für die verschiedenen 
Werthe des m von 1 bis (a—1) mit: 
ha, v), Ai, 0) :+- le, 9) 


und setzt der Gleichförmigkeit halber 1=f,(z,v), so soll das System der 
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Funetionen fi, fi» fs --- fa, ein Fundamentalsvstem heissen, weil dasselbe 
die Eigenschaft hat, dass sich jede ganze algebraische Function von e, 


welehe durch x und » rational ausdrückbar ist, als lineare Funetion von 
fü» fir »-* fa darstellen, d. h. auf eine Form: 

TI)  Bu(e).fo(z, e)+B,(e).fı(lz, 0) + B(e).f(z, #)-+---- -B,_ı(e).f.-ı (X, ®) 
bringen lässt, in welcher B,, B,, ... ganze rationale Funetionen von ® 
bedeuten. 

Wenn nämlich g(z,v) eine beliebige ganze algebraische Funetion 
von v und, als ganze rationale Function von z dargestellt, vom mt" Grade 
ist, so kann die rationale Function von ve, welche den Üoefficienten von 
x" bildet, in ihrem Nenner nur einen T'heiler der oben mit N,,(e) bezeichneten 
Funetion enthalten. Sonst würde nämlich die ganze algebraische Funetion 
p(z,e)+f„(x,e) offenbar ebenfalls in Bezug auf ze vom m! Grade sein, 
und der Coeffieient von x” würde einen Nenner von höherem Grade als 
N„(e) haben. Dies widerspricht aber der über die Wahl der Funetion 


„2, ec) gemachten Voraussetzung. Da also der CÜoeffieient von =” in 


R(v ' 
V ro gebracht werden kann, wo auch R(e) eine 


sanze Function bedeutet, so ist p(z,0)—R(v).f„(z,e) eine ganze alge- 


> 


y(z,e) auf die Form 


braische Function, welche als ganze rationale Function von = dargestellt 
nur vom (m — 1)!en Grade ist. Da sich diese nun wiederum dureh Subtraetion 
von R,(v).f„_ı (2, e),. bei geeigneter Wahl der ganzen rationalen Function 


R,(e), auf eine ganze algebraische Funetion redueirt, welche in Bezug auf 


— 


z vom (m — 2)ten Grade ist u. s. f., so sieht man, dass p(z,e) auf die Form 
R (©) [m (@, v) + R, (v) “AR (m, v) r .- R,, (©) 


gebracht werden kann, und dass demnach der in Bezug auf die Funetionen 
f lineare Ausdruck (I.) in der That sämmtliche durch x und vo rational dar- 
stellbaren ganzen algebraischen Funetionen von e und zwar »ur solche enthält. 
Ferner lässt sich offenbar jede beliebige rationale Funetion von x und e 
als lineare Funetion von fi, fi, --- f„_' darstellen, und je nachdem hierbei 
die Coefficienten ganze oder gebrochene Funetionen von o werden, wird 
die dargestellte Function sich als eine ganze oder nicht ganze algebraische 
Funetion von ® erweisen. Denn jene Linearform (1.) ist insofern eine „noth- 
wendige“ Form jeder durch dieselbe repräsentirten algebraischen Funetion, 
ais bei dieser Darstellung die Coeffieienten B(e) vollkommen bestimmt werden. 
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Es folgt nämlich unmittelbar aus der Irreduetibilität der Gleichung F(z, e) = 0. 
dass zwei Ausdrücke von der Form (Il.) nur dann einander gleich sein 
können, wenn die Coefficienten beider mit einander übereinstimmen, d. h. 
wenn die Ausdrücke identisch sind. 

Die Nenner N, (vo), N,(e), ... N,_,(0), welche beziehungsweise in den 
Funetionen fi (z,®). h(2,%), ... f(x, e) auftreten, lassen sich noch näher 
charakterisiren, wenn man sich jede dieser Funetionen durch die vorher- 
vehende ausgedrückt denkt. Da nämlich das Product x.f„_ı (x, ®) eine ganze 
aleebraische Function von ® und als ganze Function von x vom mt Grade 
ist, so muss es, ebenso wie oben (x, v), auf die Form 


R”) (®, m (z, ©) + Ri) (o)fn-ı (=, v) + "ER + Ri (®) 


gebracht werden können. Da nun hierin der Coeffieient von x”, wenn 


* [2 RW") ® * » 
nach Potenzen von x entwickelt wird, u = ‚ aber in z.f„-ı (x, e) offenbar 


1 


gr”, ist, so resultirt die Gleichung 
INm—1 Ü 


N„(0) = R” (ev) N... (e), 


und wenn nach einander m=1, 2, 3, ... genommen wird: 
N„(e) = RWV(v)R® (eo)... R")(o). 
Bei der hier angegebenen Darstellung der Funetionen f, nämlich: 
1 
\ Ar (m) f \ 7 
In ac Bar R@)(v) (efn-ı (v) —R; -(v, Fans (z, v) —:+— RR (0)), 


ist offenbar auch die Annahme zulässig, dass jeder der Coeffieienten R” (eo), 
Re). ... RU” (o) von niedrigerem Grade als der Nenner R") (oe) sei; denn 
anderenfalls kann man statt der Coefficienten R(v) im Zähler den bei der 
Division durch den Nenner R’(e) verbleibenden Rest setzen, ohne dass 
die hierdureh entstehende Funetion f„(z,e®) eine derjenigen Eigenschaften 
verliert, durch welche dieselbe oben ceharakterisirt worden ist. 


3. 
Bezeichnet man die » verschiedenen Wurzeln der irreduetibeln Glei- 
chung F(z,e)=0, d.h. also die » verschiedenen Werthe der ganzen alge- 


braischen Funetion x mit ©. %ı. %, :.. Z,_ı, 80 ist die Determinante des 
Systems z2'° Ordnung: 


270 
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\ 


fu (&o, v), fı (0; v), f: (zu; %), +. ıl®o, ©) 


\ 


fo (&ı, v), fi (&:; v), fı (21, ae Kl; v) 


\ 


fu(®:, v), fi (2, v), (2, ®, en Fa X} v 


fo &.—, v), fı (2.1, v), f(.—ı; v), u, nm Fat In; v, 


eine alternirende Function der Grössen &,, &ı, :.. X 


472 


ı und zugleich eine 
ganze algebraische Function von », also ist das Quadrat dieser Determinante 
eine ganze rationale Function von ® und soll mit /(e) bezeichnet werden. 

Nach demjenigen, was über die Bildungsweise der Functionen f vor- 
ausgesetzt worden, hat jede derselben die Form: 

1 
N„(v) 
Die Determinante des aus den Functionen f gebildeten Systems, nämlich Y 4(e), 
ist demnach gleich dem reeiproken Werthe des Products N,(e).N;(®)..N,_,(®), 
multiplieirt mit der Determinante des Systems: 


[m (2, v) an -z"+R,(0).2""+-+R, v). 


2 n—1 
1, Ti; Ts . . [ T,, 
1 2 n—1 
5) Tı, Tı, . . . TC, 


1 2 n—1 


n—1 


in BE 
Da aber das Quadrat dieser letzteren Determinante dem absoluten Werthe 
nach gleich der Diseriminante der Gleichung F=0 ist, welche mit Die 
bezeichnet worden ist, so hat man: 
+D(e) = 2(v).(N,(v).N;, (v)...N,_,(v))', 


n—1\ 
woraus auch hervorgeht, dass (vo) nicht verschwinden kann. 
Wenn nun (2), pı(®), PX), ... 9,_1(x) irgend welche rationalen 


Funetionen von x und ® bedeuten, die sich also sämmtlieh auf die Form: 
m (x) — P„,(®) fo(, ®) + Dı (®) fi (®, v) + r «+ Dun (© ) . 5 1 (T, v) 


bringen lassen, so wird die Determinante des aus den »’ Functionen ,(®,, ®) 
gebildeten Systems gleich der Determinante des aus den rationalen Func- 


tionen &,,(0) gebildeten Systems, multiplieirt mit Y.4(v). Sind die Func- 
tionen p sämmtlich ganze algebraische Functionen von e, so ist das Quadrat 
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der Determinante des durch %,(z;, ©) repräsentirten Systems eine ganze 
rationale Funetion von e, welches mit D,(e) bezeichnet werden möre. 
Alsdann sind ferner die rationalen Functionen &;,,(e) sämmtlich ganz. und 
es ist also die betreffende Determinante eine ganze rationale Function Rie\. 
Man hat daher die Gleichung: 
D,(e) = I(v).(R(o))', 

welche zeigt, dass das Quadrat der Determinante jedes durch g,(z,, 
repräsentirten Systems eine ganze rationale durch (oe) theilbare Function 
von © ist, wenn p(X,©), Yılz, 0) ... P,_1(X, 0) ganze algebraische Func- 
tionen von ® bedeuten, und dass demnach eben dieses Quadrat der Deter- 
minante, wenn es von möglichst niedrigem Grade, aber nicht gleich Null 
sein soll, von S(e) sich nur durch einen constanten Factor unterscheiden 
kann. Das Fundamentalsystem der Funetionen f ergiebt daher die Deter- 
minante niedrigsten Grades, und umgekehrt hat, wie leieht zu sehen, jedes 
System von ganzen algebraischen Functionen 9, welches zu einer Deter- 
minante desselben Grades führt, für welches also D,(e) = e.4(e) ist, eben- 
falls die charakteristische Eigenschaft eines Fundamentalsystems, dass sich 
jede ganze algebraische Function von e, welche durch x und e rational 
ausdrückbar ist, als lineare Funetion der » Grössen g darstellen lässt, deren 
Coeffieienten ganze rationale Funetionen von e sind. 

Es sei nunmehr y,(z, e)=1, ferner sei yirgend eine ganze algebraische 
Funetion »'® Ordnung g,(z,e), so dass y,= y,(z,, ev) Ist, endlich setze man 
y = y,(e, ec), also y; = Y,(®;,ec). Alsdann wird das Quadrat der Determinante 
des durch Y,(x;, e) repräsentirten Systems, d. h. also D,(e) gleich der Dis- 
erimimante der Gleichung »!“ Grades F,(y,e)=0, durch welche die alge- 
braische Funetion y definirt wird. Man hat also, wenn diese Diseriminante 
mit D, e) bezeichnet wird: 

D,(e) = I(v).(R(v))', 


während oben für die Diseriminante von x die ähnliche Beziehung: 


+D(e) = S(v)(N,(e).N,(e)...N,_,(0)) 
sich ergeben hatte. Es ist demnach #(e) nicht bloss ein Theiler der Dis- 
eriminante der Gleichung F(z,e)=0 sondern auch ein Theiler der Dis- 


eriminanten aller derjenigen irreduetibeln Gleichungen x»! Grades, dureh 
welche ganze algebraische Functionen von e definirt werden, die zugleich 


rationale Funetionen von z und e®e sind. Ich nenne desshalb diesen Divisor 
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der Diseriminante der Gleichung F(r,e)=(0 den „wesentlichen Theiler‘ 


derselben und bezeichne im Gegensatz dazu den übrigen T'heil der Dis- 
eriminante, welcher ein vollständiges Quadrat ist, als „ausserwesentlichen 
T'heiler“. Diese letztere Bezeichnung wird sich nämlich rechtfertigen, inso- 
fern gezeigt wird, dass eben nur der als wesentlicher T'heiler bezeichnete 
Ausdruck 4(e) gemeinsamer Divisor aller erwähnten Diseriminanten. d. h. 
also der grösste gemeinschaftliche Factor derselben ist. 

Wenn es im Folgenden nöthig werden wird, die einzelnen Linear- 
factoren des wesentlichen und ausserwesentlichen Theilers der Diseriminante 
zu berücksichtigen, so werde ich dieselben kurzweg als „wesentliche“ und 
resp. „ausserwesentliche Factoren“ der Diseriminante der algebraischen 
Function z bezeichnen. Es ist ferner zu erwähnen, dass im Vorhergehenden 
der wesentliche und ausserwesentliche Theiler der Diseriminante nur abge- 
sehen von einer Uonstanten erklärt und bestimmt worden ist. Für die vor- 
liegende Untersuchung ist dies auch hinreichend, so lange x eben nur als 
algebraische Funetion der Variabeln e betrachtet und demnach von den in 
der Gleichung F(z, e) = 0 ausserdem noch vorkommenden und als constant 
bezeichneten Grössen abgesehen wird. Auf diesem Standpunkte, wo man 
die besondere Natur und Beschaffenheit, welche der algebraischen Funetion 
x durch die in der definirenden Gleichung enthaltenen Constanten gegeben 
wird, nicht in Rücksicht zieht, kann auch nur eine solche Unterscheidung 
zwischen den verschiedenen Theilern der Disceriminante gewonnen werden, 
welche deren Linearfaetoren in ® betrifft. Desshalb ist es hier auch ganz 
gleichgültig, welche Bestimmung man über eine der Function 4(e) hinzu- 
zufügende Constante treffen möge. Aber es ist vortheilhaft, hierüber in irgend 
einer bestimmten Weise zu disponiren, um die folgenden Resultate einfacher 
präcisiren zu können. Aus diesem Grunde will ich annehmen, dass 4/(e) 
selbst, d. h. der wesentliche Theiler von D(e) so bestimmt sei, dass der 
Coefficient der höchsten Potenz von ®e darin gleich +1 wird. Das oben 
erlangte Resultat lässt sich alsdann in folgender Form aussprechen: 

Der wesentliche 'T'heiler der Diseriminante einer mit x bezeichneten 

ganzen algebraischen Funetion von e ist, abgesehen von einer so eben 

bestimmten Constanten, gleich dem Quadrate der Determinante eines 

durch f;(z,, e) repräsentirten Systems, wenn die Funetionen f,(z, ®), 

fi (2, ©), ... a1 (@, ©) irgend eines der Fundamentalsysteme bilden; 

und es kann dies als erste charakteristische Eigenschaft des wesentlichen 
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T'heilers der Diseriminante angesehen werden. Der ausserwesentliche Theiler 
derselben ist auch in Bezug auf seinen constanten Factor dadurch vollkommen 
definirt, dass das Produet des wesentlichen und ausserwesentlichen Theilers 
genau gleich der Diseriminante selber sein soll. Die erste Eigenschaft des 
letzteren aber, welche ebenfalls aus den obigen Ausführungen hervorgeht 
und eine für die Unterscheidung der beiden Theiler charakteristische Be- 
ziehung enthält, lässt sich dahin formuliren: 
Der ausserwesentliche Thheiler der Diseriminante einer ganzen alge- 
braischen Function x ist stets das Quadrat einer ganzen rationalen 
Funetion der unabhängigen Variabeln vo, und zwar ist derselbe 
gleich dem Quadrate der Determinante des Substitutionssystems, 
welches man erhält, wenn man die » ganzen algebraischen Func- 
tionen 1, z, x’, ... x" linear durch die » Functionen eines Fun- 
damentalsystems ausdrückt. 
Es muss also andererseits das Substitutionssystem, vermittelst dessen die Fune- 
tionen eines Fundamentalsystems als lineare Funetionen von 1, x, ©’, ... 2", 
d. h. als ganze rationale Functionen von x dargestellt werden, eine Deter- 
minante haben, deren Quadrat gleich dem reeiproken Werthe des ausser- 
wesentlichen Theilers ist. Wenn dieser nicht etwa eine Constante ist, so 
müssen also irgend welche der Elemente jenes Substitutionssystems ge- 
brochene Funetionen von ® sein, und jeder einzelne ausserwesentliche Factor 
(e— ce) muss in irgend welchem der Elemente als nothwendiger Nenner vor- 
kommen. Für jeden ausserwesentlichen Faetor (e—e«) ist es desshalb eine 
zweite charakteristische Eigenschaft, 
dass ganze algebraische Functionen von e existiren, die sich nur 
als gebrochene rationale Functionen von x und e und zwar mit 
dem Nenner (e—c«) darstellen lassen, oder mit anderen Worten. 
dass es ganze rationale Functionen von z und oe giebt, welche in 
Bezug auf x höchstens vom (a— 1)! Grade und durch (e— e) 
nicht algebraisch theilbar sind, und welche dennoch, durch (ve —«) 
dividirt, eine ganze algebraische Function von » ergeben. 
Es ist hierbei zu bemerken, dass ein durch die erwähnte Eigenschaft als 
ausserwesentlicher Factor ceharakterisirter Linearfactor der Diseriminante 
ausserdem zugleich in dem wesentlichen Theiler derselben enthalten sein 
kann. Endlich ist noch zu erwähnen, dass, wie aus der Bildung der Fune- 
tionen f leicht zu ersehen ist, ein ausserwesentlicher Factor (e— «) mindestens 
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zur 2mten Potenz erhoben in der Diseriminante entlialten sein muss. wenn 


es ganze algebraische Functionen von e giebt, die sich als ganze rationale 
Funetionen (na—m)ten Grades von x darstellen lassen, und zwar so, dass 
irgend eine der rationalen Functionen von e, welche die Coeffieienten bilden, 
im Nenner den Factor (e—e«) enthält. 


s 4. 

In den vorstehenden Ausführungen ist nicht eigentlich von der Vor- 
aussetzung der Irreduetibilität der Gleichung F(x, o)= 0 Gebrauch gemacht 
worden. Nur insofern eine reductible Gleichung nicht eine sondern mehrere 
algebraische Functionen zugleich definirt, würden die obigen Resultate anders 
zu formuliren sein, wenn man für die zu Grunde gelegte Gleichung die 
Voraussetzung der Irreduetibilität fallen lässt. Bedeutet Fix, oe, =0 eine 
reductible Gleichung rt® Grades, in welcher der Coefficient von x’ gleich 
Eins ist, während die übrigen Coefficienten ganze rationale Functionen von 
v sind, so definirt diese Gleichung so viel ganze algebraische Funetionen 
von » (nebst ihren conjugirten), als die Anzahl ihrer irreduetibeln Factoren 
beträgt. Diese algebraischen Funetionen sind sämmtlich von einander ver- 
schieden, sobald — wie vorausgesetzt werden soll — die Diseriminante 
von F(z,v)=0, welche mit D(e) bezeichnet werden möge, nicht ver- 
schwindet. Analog den Funetionen 


—] 


Aue) + A, (e).e+A,(e).2° +++ A,_1(0).2", 
welche im $2 den Ausgangspunkt bildeten, können Ausdrücke von der Form 
A,lo)+A,(e).cH+ A.(0).2° +. +A_, (0).2' 
nur dann algebraische Funetionen von e darstellen, welche für alle durch 
die Gleichung F(x,e)=0 definirten Werthe von x ganz sind, wenn die 
rationalen Funetionen A‘®) keine anderen Nenner als Theiler von Die 
enthalten. Dies geht aus den im $ 1 gegebenen Entwickelungen unmittel- 


bar hervor, wenn dabei von der Voraussetzung der Irreduetibilität der zu 
Grunde gelegten Gleichung abgesehen wird. Hiernach lässt sich ganz 
ebenso wie im $ 2 ein System von Funetionen 

(2,0, Also), Aiz,eo, ... E; TC, v 
bilden, welche den dort mit f(z,e) bezeichneten genau entsprechen und 
folgende Eigenschaften haben: 


40)* 
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Sie sind sämmtlich ganze Funetionen (r—1)!en Grades von x, welche 
als Coeffieienten nur solehe rationale Funetionen von ® haben. 
deren Nenner Theiler der Diseriminante D(e) sind. 

Il. Sie stellen ganze algebraische Funetionen von ®e dar, sobald für 
x irgend eine der verschiedenen durch die Gleichung F(zx, v) = 0 
definirten algebraischen Functionen von © gesetzt wird, so dass 
auch der Ausdruck 
B,(v)fu (x, v)+B, v)fi(z, v)+B(e)fh(z, e)+-+B,_(v)f, (lt, o), 
in welchem B,(e), B,(®), ... B,_,(e) ganze rationale Functionen 
von v bedeuten, für alle der Gleichung F(z,e)=0 genügenden 
Werthe von x nur ganze algebraische Functionen von »® darstellt. 

III. Es lässt sich andererseits jede rationale Funetion von = und e, 
welche für alle durch F(z, e)=0 definirten Functionen x alge- 
braisch ganze Funetionen von e ergiebt, durch die angegebene 
in fir fıs fa --- fi, lineare Form darstellen, und zwar in dem 
Sinne, dass die darzustellende Function mit dieser Form für sämmt- 
liche der Gleichung F(x,e) = 0 genügenden Werthe von = iber- 
einstimmt. 

Die zuletzt angeführte Eigenschaft des Systems der Funetionen f cha- 
rakterisirt dasselbe als ein Fundamentalsystem, und es folgt nunmehr ganz 
wie im $ 3, dass das Quadrat der Determinante 

f(&; v) G,k=0,1,..,r—1), 
in welcher ©, 2, .-. z,_, die verschiedenen Wurzeln der Gleichung 

F(x,v) = 0 bedeuten, eine ganze Function von e und zwar ein Theiler von 

D(v) ist. Bezeichnet man, wie im $ 3, diesen Thheiler der Diseriminante der 

Gleichung F(z, e)=0 als den „wesentlichen“, den anderen aber als den 

„ausserwesentlichen“, so leuchtet ein, dass der letztere ein vollständiges 

(Juadrat ist. Beide Theiler aber lassen sich aus den wesentlichen und 

ausserwesentlichen Theilern der Diseriminanten der einzelnen Factoren von 

F(x, v) leicht zusammensetzen. Es ist nämlich, genau wie im $ 3, zu zeigen, 

dass der wesentliche Theiler der Diseriminante von F(z, e)=0 zugleich 

Thheiler des Quadrates jeder Determinante 


9; T;, vZ (>06 :,...r>12) 
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ist, wenn die r® Functionen g,(z,,e) sämmtlich, d.h. für alle Werthe der 

Indices ö und k ganze algebraische Functionen von oe darstellen. Ist nun 
Fix, o) = P(z,v).P(z, vo), 

wo P und 7 ganze Funetionen von x, beziehungsweise von den Graden 

m und z» bedeuten, deren Üoefficienten ganze Funetionen sind, werden 

ferner mit 


ur Ah, 2. &un-ı die Wurzeln von »D(z, ev) = 0 
und mit 
Uns IUm+1s Te TI._1 die Wurzeln von pP T, D — I) 


bezeichnet, und sind endlich 

He 90, Al, 0, -.. Pal, 9), 

w®, 0), WE, 0% 2... il, 0) 
(beziehungsweise für die Gleichungen P(z,v)=0, P(xz,0)=(0) Funda- 
mentalsysteme im Sinne der obigen, auch für reduetible Gleichungen 
geltenden Erklärung, so lassen sich rationale Functionen 


\ 


h. hie, 0) Al, 0, --. Mil, © 


ut, ©), 
so bestimmen, dass 
gm, %) = pl, ©, 
wird, wenn beide Indices © und %k kleiner als m sind, dass hingegen 
ga, ©) = w(a, o) 
wird, wenn beide Indices grösser als m—1 sind, und dass endlich 
9,0%, 9) = UV 
wird, wenn einer der beiden Indices kleiner als m ist, der andere aber nicht. 
In der T'hat braucht man zu diesem Behufe nur zwei ganze Funetionen 
von z mit Coefficienten, die rationale Funetionen von ® sind. 
P(z, v), Oz, v 
so zu wählen, dass 
P(z, v)P(z, v2) +0 (2, vo) P(z, eo) = 1 
wird, und alsdann für h=0(, 1,... m—1 
9,(%, ev) = Y,(a, v)QO(z, v)Plz, 0), 


aber für <=m, m+l, ... r—1 


g,(2, v) = v,(z, v)P(z, vo)P(z, v) 
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zu setzen. Das Quadrat der aus diesen r® Functionen g,(z;, e) gebildeten 
Determinante, welches nach einer bereits oben gemachten Bemerkung den 
wesentlichen Theiler der Diseriminante von F(xz,e)=0 als Theiler ent- 
halten muss, ist offenbar gleich dem Quadrate des Productes der beiden 
aus den m’ Elementen g und den »’ Elementen y gebildeten Determinanten, 
d.h. gleich dem Produete der wesentlichen Theiler der Diseriminanten von 
DBix,e) und ?(x,v). Es muss daher das Produet der wesentlichen Theiler 
der Diseriminanten von P(x,e) und ?(x,v) durch den wesentlichen Theiler 
der Diseriminante des Productes P(xz,v). ?(x,v) theilbar sein. Andererseits 
lässt sich aber zeigen, dass der wesentliche T'heiler der Diseriminante von 





F(x,e) durch das Produet derjenigen von P(z,e) und (x, eo) theilbar sein 
muss. Denn die mit f;(x, ©) bezeichneten Functionen des Fundamental- 
systems für F(z,0)=(0 lassen sich als homogene ganze lineare Funetionen 
der r Elemente 9,(z, ©), 9(2,®), ... 9,-ı(2, v) so darstellen, dass die Coef- 
fieienten ganze rationale Functionen von oe sind, da die Gleichung 

fa, v) = lo)gla, 0)+ Culo)glz, 0)+-+0_,:(0)9,-(2, o) 
offenbar für alle r Werthe e=xz,, &, ... z,_, erfüllt ist, wenn die Coef- 
ficienten © so bestimmt werden, dass für die ersten m Werthe von x 

fi(x, ©) = (oO) PolE, v)+C,,(0)9ı (2, %)+"+C._1,; (0) Pm-ı(X, ©), 


für die folgenden » Werthe aber 


fi (T, ©) . C,„; (©) we, v) + U Li (©) Y, (z, v) + vr. + CM; (®) W, A (z, ®) 


wird. Das gewonnene Resultat lässt sich daher, wenn der constante Factor 
des wesentlichen Theilers in der oben angegebenen Weise bestimmt wird. 
folgeendermassen formuliren: 
„Der wesentliche Theiler der Diseriminante einer reduetibeln Glei- 
chung ist gleich dem aus den wesentlichen Theilern der Discri- 
minanten ihrer Faetoren gebildeten Produete.“ 
Ueber den ausserwesentlichen Theiler der Diseriminante einer reductibeln 
Gleichung mag hier nur bemerkt werden, dass derselbe stets durch das 
(Juadrat der Eliminations-Resultante ihrer Factoren theilbar ist. Wenn näm- 
lich wie oben F(@z,e)= #P(z, ev). ?(x,v) angenommen und die Disceriminante | 


von F(z,e) mit D(e) bezeichnet wird, so findet die Gleichung 


D(e) = D,(v).D,(e).R (v)’ 
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statt, in welcher D,(e), D;(ve), R(v) beziehungsweise die Resultanten der 
Elimination von x aus 
oP(z,v) _ N 


P(z, e)=V, 2 ) 


(x, e0)=(, —Z=0, 


P(z,e) =, P(z,v0)=0 
bedeuten. Da nun D,(e), D;(v) beziehungsweise die Diseriminanten von 
Pb(v) und Pe) sind, und da der wesentliche Theiler von D(e) nur gleich 
dem Producte der wesentlichen Theiler von D,(e) und D,;(e) ist, so muss 
der Factor R(e)‘, d.h. das Quadrat der Eliminations-Resultante von P(z,e) — 0 
und ?(z,0)=0 in der That als Theiler im ausserwesentlichen Theiler der 


Diseriminante D(e) enthalten sein. 


747 
oO 


Versteht man unter w,, %,, ... @,_, unbestimmte Grössen und setzt 


5, = wo- fo (X; ec) + w,.fi(l®;, %)++%,-ı1: In-ıl%%; v), 
so genügen 3%, 3, --- 2%, _, einer irreduetibeln Gleichung »'” Grades, in 
welcher der Coefficient von x” gleich Eins ist, während die übrigen Coefhi- 
clenten ganze rationale Functionen von &, @,, %,, ».. @,_, Sind. Wenn 
die Diseriminante dieser Gleichung mit D, bezeichnet wird, so ist also auch 
D, eine ganze rationale Function von ve und den » Unbestimmten wo, und 
nach dem, was im vorigen Paragraphen bewiesen worden, durch den wesent- 
lichen Theiler der Diseriminante von x, d. h. durch /(v) theilbar, da z, 
eine ganze algebraische Function von e ist. Die Diseriminante D, enthält 
also einen von den Grössen w unabhängigen Factor, d. h. wenn D. nach 
den verschiedenen Potenzen von w,, %,, ... w,„_, entwickelt gedacht wird. 
so enthalten sämmtliche Coefficienten der verschiedenen Terme von der 


Form wj.w/...w/_, einen grössten gemeinsamen Factor, der eine ganze 
rationale Function von ® und jedenfalls durch (oe) theilbar ist. Wird 
dieser grösste gemeinschaftliche Factor mit 4,(e) bezeichnet, so dass also: 


D, = 4,(0). Flo, ww. %ı, »-- 0.) 


ist, so muss, da D. durch 4/(e) dividirt als Quotienten das vollständige 
. “ 7 . A (v) 
(Quadrat einer ganzen rationalen Function von » ergeben soll, sowohl Te 


J 
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als V(e, w,,...) ein vollständiges Quadrat sein. Es wird desshalb: 
D, = 4I(e).(d(o))’.(We, wi, wı, -.. @,-M)) 

sein, wo J(v) eine ganze rationale Function von e allein und W eine ganze 
rationale Funetion von ® und den Grössen w bedeutet, welche keinen von 
en letzteren unabhängigen Factor mehr enthält. Dass nämlich W nicht 
nur in Bezug auf vo sondern auch in Bezug auf w,, w,, ... @,_, ganz und 
rational ist, geht unmittelbar daraus hervor, dass d(e). W (ve, w,, wi, ... ©,_}). 
abgesehen von einem in Rücksicht auf oe, w,, %,, ... w,_, eonstanten Factor. 
gleich der Determinante des Substitutionssystems ist, vermittelst dessen 
l, 2, 2°, ... 2” linear dureh die Funetionen f ausgedrückt werden. Nach 
der oben angenommenen Ausdrucksweise ist daher /(e) der wesentliche. 
(oe). W° aber der ausserwesentliche Theiler der Diseriminante D, und jeder 
Fraetor von d(e) ein ausserwesentlicher Faetor derselben. Wenn nun (e— «) 
einer dieser Factoren und also « eine Uonstante, d. h. eine von ® und 


105, Wis»... %,_, unabhängige Grösse ist, so muss es — auf Grund der 
zweiten Eigenschaft der ausserwesentlichen Factoren — ganze rationale 


Funetionen von z und © geben, welche in Bezug auf z höchstens vom 
(a—1)ten Grade und durch (e— «) nicht theilbar sind, und welche dennoch. 
dureh (o—e) dividirt, algebraisch ganz bleiben. Es sei nun w(z) eine der- 
jenigen Funetionen dieser Art, welehe von möglichst niedrigem Grade in 
Bezug auf z sind. Dann ist also w(z2) = w,.2” + w,_1.3""+ +, wo die 
Coeffieienten der verschiedenen Potenzen von z ganze rationale Functionen 
Von ©, %y, %,, -.. @, und nicht sämmtlich durch (e—c«) theilbar sind; es 
ve) 
u 


ist ferner m<In, eine ganze algebraische Function von ve und endlich 


v, nieht dureh (e—e) theilbar, da sonst entgegen der gemachten Voraus- 


setzung eine ganze rationale Function Y,„_,3”"-+ +, existirte, welche 


dieselben Eigenschaften wie w(z) hätte. Bedeutet nun y eine unbestimmte 


{ .. . w % . . . . 
Grösse, so ist auch ys— _ Br eine ganze algebraische Function von e, 


welehe sich. wie z selbst. mit Hülfe von x rational darstellen lässt. Dieselbe 
kann daher als lineare Function von fü, fi, --- fa ausgedrückt, d. h. in 
die Form: 

W (2) 


ySs—- = Wfl, eo) +u.fıl, d9)++u_ı hd, ©) 


—0& 


gesetzt werden, in welcher die Coeffieienten « ganze rationale Funetionen 
v3) 


von d, u, @ı, 2. %,., und y bedeuten. Die Discriminante von ys— 
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ii 
ID 
| — 


ist nun offenbar nach der obigen Bezeichnungsweise gleich: 


I(v).d(o)”. Wie, w, %. :.. %_ı). 


n—1 


d.h. gleich dem Ausdrucke, den man erhält, wenn man in der obigen Dar- 
stellung der Diseriminante von z die unbestimmten Grössen » durch die 


ı/ x 


w ) 
J 


ny 


Grössen « ersetzt. Andererseits wird aber die Diseriminante von y3 — 
r u _ 
abgesehen vom Vorzeichen, durch das Product: 


vw) — w(z;) \ 
Hy —-s)- I) 
Y k { v— a ? 
oder 
| Vlzı)— Wl(z;) \ 
I 3,—3).I(y- i —) 


(v— a) — %;) 
dargestellt, wenn man darin den Indiees % und ö sämmtliehe Werthe bei- 
legt, bei welchen k >: ist. Da nun das Product //(z,—z,)' bei richtiger 
Bestimmung des Vorzeichens die Diseriminante von 3, welche mit D. be- 


zeiehnet wurde, ausdrückt. so hat man: 


(m? (W 12 | v(3)—%y(z) \; 
I(e).dlo).(Weo, w, u, --: %-)) = D..TT\y— AM v . 
E I / . (— o)(z a. 
Sa J\ek Ri) 
oder indem man den oben angegebenen Werth von D, einsetzt, alsdann den 


semeinsamen Factor 4(v).d(e)’' auf beiden Seiten der Gleichung weglässt 


und endlich die Quadratwurzel nimmt: 
w(2, ' lb ( nd 


\. 


Nach der über die Funetion We, w,, %ı,... ©,_,) gemachten Voraussetzung, 


"4 
ZA a A 
EU, u ir a is) ee We, ar w._).II\y—; 


U— a)23 —2;) 
dass sie keinen von den Grössen »» unabhängigen Faetor enthalte, kann die- 
selbe nicht durch (e— «) theilbar sein, also für e = « nieht verschwinden. Es 
muss also, ebenso wie die linke Seite jener Gleichung, auch der zweite 
Faetor auf der rechten Seite, nämlich das Produet: 


| / vw) - w(z) ‘ 
Fiy) >: I y- r 4 ) 
( z 


vg Fun 
— a), —%;) 


für o= « endlich bleiben. und da dasselbe überdies offenbar für alle anderen 
Werthe von ®e endlich und in Beziehung auf e rational ist. so muss es eine 
ganze rationale Function von oe, also überhaupt eine ganze rationale Funetion 
VON ©, %y, Ws +. @,_, und y sein. Da ferner der Coefficient der höchsten 
Potenz von y in P(y) gleich Eins ist, so stellt ?y) =0 eine Gleichung 


dar, deren Wurzeln sämmtlich ganze algebraische Funetionen von ® sind. 
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d. h. es muss 
1 va) vi) 


v—a % —%; 






für alle von einander verschiedenen Werthe der Indices k und i eine ganze 
algebraische Funetion von ® sein. Wenn dies aber wirklich der Fall wäre, 
so müsste auch 








1 nl ya )—Ww(z; 
ME) UC) 


o——a 3 2 —%; 


oder der damit übereinstimmende Ausdruck 


v1 ty) 
ER ER aa 


eine ganze algebraische Funetion darstellen. Da aber 
v(2)=Wwn23" + WYWn13" ++ % 
ist, so erhält dieser Ausdruck die Form 
_ ((n—m)w,.2,; + (un 3 3+ (n—m+1)w, ,)®5 +) 

aus welcher man ersieht, dass derselbe keine ganze algebraische Function 
darstellen kann. Denn es würde dies, weil jener Ausdruck in Bezug auf 
z vom (m—1)u Grade und der Coefficient von 2” nicht durch (e— «) 
theilbar ist, den Bedingungen widersprechen, welche für die Wahl von w(z) 
festgesetzt worden sind. Es zeigt sich also durch diesen Widerspruch, dass 
jeie Bedingungen unerfüllbar sind, dass demnach keine Funetion w(z) und 
desshalb auch kein ausserwesentlicher Factor (e—e), d. h. kein Factor von 
d(e) existiren kann, dass also J(e) selbst sich auf eine von o unabhängige 
Uonstante reduciren muss. Da nun diese CUonstante mit der Function W 
vereinigt werden kann, so haben wir schliesslich für die Diseriminante der 
durch den Ausdruck: 


wu fo(T, ®) + wfi(X, e)+ + ID, ı n—ı\T, v) 
dargestellten ganzen algebraischen Function z die Gleichung: 
D. — Ieo).(Wee, WD.. D,, ae w._)), 


in welcher W eine ganze rationale Function von ®, ws, %@ı, ... 


A, Sa 


ı be- 
deutet, die keinen von den Grössen « unabhängigen Factor (e— «) enthält. 

Die so eben angeführte Eigenschaft der Funetion W macht es offen- 
bar möglich, für die bisher unbestimmt gebliebenen Grössen wo derartige 
ganze rationale Funetionen von ®e zu wählen, dass Wie, w,. wı,... ©,-ı) 


irgend welche gegebenen Factoren (ve —e), (e—.'), ... nicht enthält. In der 
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That lassen sich z. B. immer constante, d. h. von e unabhängige Werthe 
für die Grössen eo finden, durch welche der erwähnten Bedingung Genüzge 
eleistet wird, da hierzu nur erforderlich ist, die Grössen » so zu bestimmen, 
dass die Gleichung: 
W (a, wu, %ı, --- w,_1). W (a', wu, %ı, ... @,_1) = 0 

nicht befriedigt werde. Dies ist aber stets möglich, weil diese Gleichung — 
wie bewiesen worden ist — durch unbestimmte Grössen w, d. h. also iden- 
tisch niemals erfüllt ist, welche Werthe auch @, «, ... haben mögen. 
man sich nun namentlich die Grössen w,. %,. ... @, 


Denkt 
‚ so bestimmt, dass 
die Funetion W keinen ausserwesentlichen Faetor der Diseriminante von x 
enthält, so wird die Diseriminante der ganzen algebraischen Funetion 
wf(z, e)+wfılz, v)+"+Ww, fat, ©) 

mit der Diseriminante von x nur den Factor S(e) gemein haben. Wir haben 
hiermit für den wesentlichen Theiler der Diseriminante einer ganzen alwe- 
braischen Function x die zweite Eigenschaft erlangt, 

dass derselbe der grösste gemeinschaftliche T'heiler der Diseri- 

minanten aller derjenigen ganzen algebraischen Functionen n'“ 

Ordnung ist, welche sich durch x und © rational ausdrücken lassen. 
Der ausserwesentliche Theiler ist dagegen im Allgemeinen für alle diese 
algebraischen Funetionen verschieden und erhält für jede derselben den 
Werth We, w,, w,,... w,_,), wenn man darin für w,. %,, ... ®w,_, solche 
ganzen rationalen Funetionen von e setzt, dass die betreffende algebraische 
Funetion durch den Ausdruck w,fh+w,fit'+w,_.f,_, dargestellt 


) 


jezeichnet man ferner diesen Ausdruck für unbestimmte 


wird. 
(srössen w wie 
oben mit z, so ıst vermöge der oben erwähnten ersten Eigenschaft des 
ausserwesentlichen Theilers jede der Funetionen fi, fi, --- fa, also auch 
jede andere durch x rational ausdrückbare ganze algebraische Function von 
v, als ganze rationale Function von z, e und w,, wı,... 
We, w,, %,....@,„_,) darzustellen. 


Er dividirt dureh 


Es verdient hervorgehoben zu werden, dass Wie, w,. wı....ıw, 


keine von e unabhängige ganze Funetion der Grössen w als T'heiler ent- 


halten kann, sobald »>2 ist. Wäre dies nämlich der Fall, so würde 


wenigstens einer der in Beziehung auf die Grössen w linearen Faetoren von W 
w(fl®;, o)— fu(tr, o))+ wo, (fi(®;, vo) —fı(la,, ® )) 2 uch 


+01, Oo), ©)) 


41* 


/ 
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einen von ® unabhängigen Factor haben müssen, d. h. es müsste dieser 
Ausdruck, dividirt durch einen der Coeffieienten von ©, %,, ... oder w,_,. 
von » unabhängig sein. Haben nun die Funetionen f dieselbe Bedeutung 
wie oben, so dass , = 1 und f„(z,e) in Beziehung auf z vom mten Grade 
X; — %r 
N (e) ’ 
o+0 tat) (lu tV tn) tn ++ E))+, 
WO for Pi Ws Ws Wa, ... rationale Functionen von v® bedeuten. Damit 


alle Coeffieienten der verschiedenen Grössen » von e unabhängig seien, 


ist, so wird jener Ausdruck, abgesehen von dem Factor gleich: 


müssten daher die symmetrischen Funetionen von x, und x, rationale Func- 
tionen von ® sein, d.h. F(x, e) müsste, als Funetion von x allein betrachtet. 
einen in o rationalen Factor zweiten Grades enthalten, und dies widerspricht 
für den Fall »>2 der Voraussetzung, dass die Gleichung F(«, v) = 0 
irreduetibel sei. 


$ 6. 
Die Function W (re, w,, wı....@,_,) hat, als ganze rationale Funetion 


von ® betrachtet, mit ihrer nach v genommenen Ableitung W’(e, w,101,...% 


nn 1) 


keinen Factor gemein, so lange nämlich w,, w@,. ... ®,„_, noch unbestimmte 
(srössen bedeuten. Denn wenn man sich W als ganze rationale Funetion 
aller darin enthaltenen Grössen in ihre irreduetibeln Factoren zerlegt denkt. 
d. h. in solche, die nicht wiederum ganze rationale Funetionen von ® und 
den Grössen w zu Theilern haben, so kann nach dem Inhalt des vorigen 
Paragraphen keiner derselben von den Grössen w unabhängig sein. Be- 
deutet nun Ute, wu, ©, ,...%,_,) irgend einen dieser irreduetibeln Factoren, 
mit dem W’ einen gemeinsamen Factor haben soll, so muss der grösste 
gemeinsame Thheiler von W’ und U eine ganze rationale Function von 
und den Grössen w, also wegen der Irreduetibilität der Funetion U eben diese 
selbst sein. Da also, wenn W ausser U noch den Faetor V enthält. so dass: 


W=U.V, W=-UV+VU 
zu setzen ist, das Produet U’V durch U theilbar sein muss und U’ wegen 
(er Irreduetibilität von U keinen Factor mit U gemein haben kann, so muss 
nothwendig V noch den Faetor U enthalten, d. h. W muss durch U’ theil- 
bar sein. Diese Theilbarkeit bezieht sich zwar zuvörderst nur auf die 
Variable e, in dem Sinne, dass W dureh U’ dividirt als Quotienten eine 
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oanze rationale Function von ® ergiebt; aber da U auch in Bezug auf die 
Grössen w irreduetibel angenommen worden, so ist leicht zu sehen, «dass 
jener Quotient zugleich eine ganze rationale Function von wu, Wi, ... @,_, 
sein muss. Bezeiehnet man denselben mit Q, so dass W = U’, 0 ist, so hat 


a oN i : n | 
sich also gezeigt, dass, wenn W und —,— einen gemeinsamen Factor | 
Zu 


>W oW oW 


oe.’ 0 Am 


0 


Annahme misste daher. weil 


hätten, derselbe auch in enthalten wäre. Unter dieser 


W.Yy4(e) = + IT \w (fh) he) + wı (hl) -fıla)) + 
+01) hi ))) 
ist, irgend einer der in Beziehung auf die Grössen w linearen Factoren 
dieses Produetes einem anderen gleich sein, oder doch nur dureh einen von 
den Grössen w unabhängigen Faetor sich von demselben unterscheiden. 
Die Functionen fi, fi, fi, -.. sind aber resp. ganze Funetionen des nullten. 
ersten, zweiten ete. Grades von x, also von der Form: 


fi=zatas, ph=b+bctbr, hectacstge+t, 


wo die Coefficienten a, a,, b,... rationale Funetionen von ® bedeuten. Soll 
nun derjenige Factor jenes Produetes, welcher die Indices k und ö enthält, 
nach Multiplieation desselben mit einer von w,, @,,... unabhängigen Grösse 
4, gleich demjenigen Factor sein, welcher die Indices r und s enthält, so 
bekommt man durch Vergleichung der verschiedenen Coefficienten der ein 
zelnen Unbestimmten ®w die Bedingungen: 


a - ac) = ar, —z) Ye) +, —E)=b, (re) +b (ee, —ı 


2 3 3 y 2 ax I 9% 4 ) 4 2 
IC; \ 7, — r}) +46, (9; — x)+4c (a, — X) = C;, (0) - -2,) To|\2, —- 2) + c,(2,— x 


und aus diesen ergeben sich leicht, wenn man berücksichtigt, dass «a,, b,. c 
jedenfalls von Null verschieden sind. die einfacheren Relationen: 


' 9 2 DE 2 
+2; =2,+z und st+2z2+4+&% = EH+rcHe). 


7 


Hieraus folgt durch Elimination von x, die Bedingung: (,— x,)(2.—r,) =. 
welche offenbar nicht erfüllt ist, und es hat sich daher die Annahme, dass 
W und W’ einen gemeinsamen Faetor haben, als unmöglich erwiesen. 

Da nun W und W’, so lange die Grössen »» unbestimmt sind, keinen 
gemeinsamen Factor in vo haben, so lassen sich auch speeieille Werthe, d.h. 


specielle ganze rationale Funetionen von © für wo, 1, ».. @ 


setzen. tür 


n—] 
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welche jene Eigenschaft bestehen bleibt. Denn wenn man sich in W und 
W' für w,, ©. ... w,„_, ganze rationale Funetionen von ® irgend eines be- 





liebigen Grades mit noch unbestimmten Coeffiecienten gesetzt und dann die 
dureh Elimination von e aus W und W’ entstehende Gleichung gebildet 
denkt, so kann dieselbe nach dem oben Ausgeführten nicht identisch, d. h. 






für beliebige Werthe jener unbestimmten Coeffieienten befriedigt werden: 





diese Coeffieienten können also stets so gewählt werden, dass eben jene 
Kliminationsgleichung nicht erfüllt wird. Man sieht hieraus auch, dass es 
stets von ve unabhängige, eonstante Werthe &,, €, ... e,_, giebt, für welche 
Wie, CC ...c,_,) und W'(e, ©. €, ... €,_,) keinen gemeinsamen Factor haben. 

Wählt man dem Inhalte dieses und des vorigen Paragraphen gemäss 
für ©, 5 ».. %@,_, Irgend welche Werthe w,, ®©,, ... @,_,, welche die 


N 


Eigenschaft haben, dass We, w,. w,,... ©,_,) weder mit W’(e,w,. wı,... © 


n—|1 


remein hat. so wird 


noch mit S(e) einen Factor ge 


<= w.flr, vo) tw fi(z, o)++Ww.-if-ılE, ©) 


eine ganze algebraische Function von e, für welche die Quadratwurzel des 
ausserwesentlichen T'heilers der Diseriminante eine ganze rationale Function 
von ® ist, deren lineare Faetoren sämmtlich sowohl unter einander als von 
denen des wesentlichen Theilers verschieden sind. 

Hierbei könnte die Bestimmung der für w,. @,. ... @,_, zu nehmen- 
den Werthe noch weiter dahin beschränkt werden, dass der ausserwesentliche 
T'heiler von mögliehst niedrigem Grade wird, aber es soll im Folgenden. 
wenn von der algebraischen Funetion $ die Rede ist, ein derartiger beson- 
derer Charakter derselben nicht vorausgesetzt werden. Die obigen Be- 
stimmungen allein genügen, wie aus den bisherigen Ausführungen hervor- 
geht, dafür, 

dass jede dureh x rational ausdrückbare ganze algebraische Function 
von v sich als ganze rationale Function von 5 darstellen lasse. 
deren in vo rationale Coeffieienten in ihren Nennern nur Linear- 
factoren enthalten, welche sowohl unter einander als von denen 
des wesentlichen T'heilers der Diseriminante verschieden sind: 
und man kann hierbei unter dem Ausdruck „Diseriminante“ ebensowohl die 
von x als die von S verstehen, weil der wesentliche T'heiler für beide 
ilentisch ist. 
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sd. 

Mit Hülfe der erlangten Resultate kann nunmehr die Unterscheidung 

zwischen wesentlichem und ausserwesentlichem Theiler auf die Diseriminante 

von Gleichungen ausgedehnt werden, in welchen der erste Coefficient nicht 

gleich Eins ist. Wenn nämlich unter w,, w,, ... w, ganze rationale Func- 

tionen von ® verstanden werden, welche nicht sämmtlich einen gemeinsamen 
Factor haben, und wenn ferner 


Piy, ©) Sun wy"+Y, yi+t ee +Wwy+tw, 
gesetzt wird, so will ich jene ganze Function, welehe gewöhnlich als „Dis- 
eriminante“ der in Beziehung auf X und Y homogenen Function: 

v.Y"+w_,Y""X +... + YX"'+y,X" 

bezeichnet wird, die Diseriminante der Gleichung F(y,e)=0 oder auch, 
vorausgesetzt, dass 7(y, eo) irreduetibel ist, die Diseriminante der durch die- 
selbe Gleichung definirten algebraischen Function y nennen. — Bedeutet 
nun #(e) eben diese Diseriminante und % die Ableitung von 7 nach y, 
so ist bekanntlich: 


> 


Ho) == WI”, P(y, ©). (y,, © Per PR ©). 


wenn unter Yo» Yıs »-. %u-ı die verschiedenen Wurzeln der Gleichung 
F(y,e)=0 verstanden werden. Die Diseriminante #(e) bleibt offenbar 
ungeändert, wenn man y durch y+r ersetzt; das letzte Glied in der Ent- 
wickelung von F(y-+r) wird aber alsdann gleich Zr), also gleich einer 
ganzen rationalen Funetion von e, die für beliebige Werthe der Constanten 
r keinen gemeinsamen Factor mit w, hat. Man kann daher der Grösse r 
auch einen speciellen Werth beilegen, für welchen diese Eigenschaft von 
P(y+r) bestehen bleibt und desshalb unbeschadet der Allgemeinheit voraus 
setzen, dass für 7(y) selbst eben diese Bedingung schon erfüllt sei, d. h. 
dass w, und w, keinen gemeinsamen Factor haben. 
Setzt man 2=w,.y und: 


Y \ n } —|] I n 2 ! 7 2 N v— ] 
F (a, 0) = F"+YV_, ET TU. WV ei ++ Wi wet wi ,w 


so wird x als ganze algebraische Function von ® durch die Gleichung 
F(z,v)=(0) bestimmt, wenn y diejenige algebraische Function ist, welche 
durch die Gleichung #(y,v) = 0 definirt und welche daher, sobald w, sich 
nicht auf eine Constante redueirt, »öcht ganz ist. Man hat ferner: 


1,P(y,o), Fig, e)=wi?.P'(y, eo), 


F(z, v) = w 
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also. wenn, wie oben, die Diseriminante von z mit D(e) bezeichnet wird: 
D(vr) = wW"?,0(o). 

Es soll nunmehr gezeigt werden, dass der Factor von #(e), nämlich wi u 

als Factor in dem ausserwesentlichen 'T'heiler der Disceriminante D (ve) ent- 

halten ist, und ieh werde zu diesem Zwecke zuvörderst nachweisen, dass 

für jede Zahl m von 1 bis (»—1) der Ausdruck: 


ee 
- m—1 -(2"4 
v, 


eine ganze algebraische Function von » darstellt. Wenn man nämlich der 




















m 


-Y%,- . ze + YV, v w, - 2„T — ai +: + we Va—m +3° TC) 


”.. 4 ® DV: . . 
Kürze halber diesen Ausdruck mit g,(x) und zum mit n bezeichnet, su 


ist vermöge der Gleichung F(x,e) =: 


= = 1 De q 
— Pin (7) = = n WtW u n—m—l® n+wi E . Re re" 


D 
..— TIL ER a + WW. , 
Ferner hat man, da 7 = = ist, vermöge der Gleichung ?(y, e) = 0: 


"+ ein ++ Wr tum —=(. 
Durch diese Gleichung wird offenbar 7 als ganze algebraische Function von 
» definirt, und da in der vorhergehenden Gleichung Y, (x) als ganze rationale 
Funetion von n und ® dargestellt worden ist, so ist auch y,„(x) als ganz: 
algebraische Function von » erwiesen. — Die Determinante des Substitutions- 
systems, durch welches die » Grössen 1, x, ©’, ... x" "' als eben so viele 
lineare Functionen der » Grössen 1, (8), p(&), ... Y,_ı(x) dargestellt 
werden, ist offenbar gleich Eins, dividirt durch das Produet der Coeffieienten 
der höchsten Potenzen von x in den verschiedenen » Functionen , d. h. 
also gleich: 


LU} ))(en—? 
wi )( ) 


Te n--1) 
Nennt man nun ©(e) die Determinante DE Substitutionssystems, mit 
Hülfe dessen die » Grössen 1, 9,(2), (8), ... Y,_ (x) linear durch die 
“unetionen des Fundamentalsystems fi, fi. --- eo ausgedrückt werden, so Ist 
n—1)(n—2) 


w. u 
wma" O\B, 

die Determinante des >Substitutionssystems, vermittelst dessen sich 1, «. 
"=" als lineare Funetionen von fi, fi, --. f._. darstellen lassen, d. h. 


also diejenige Determinante, deren Quadrat im $ 3 als ausserwesentlicher 


2 “ .0.. Mh 
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T'heiler der Diseriminante von x charakterisirt worden ist. Offenbar muss 


nun, da w, und w, ohne gemeinsamen Factor sind, der Quotient ir 
für sich eine ganze rationale Function von ® sein. Wird dieser Quotient 
mit Ö(v) bezeichnet, so ist demnach wi 4"9,0(»)’ der ausserwesentliche 
Theiler der Diseriminante D(v). Folglich ist, wenn 4(v), wie früher, den 
wesentlichen Theiler derselben bedeutet: 


D(o) = ye9e9 ,9(0)°.4(o) 
und also: 


9) = (lv). Ile). 

Hierdurch wird es gerechtfertigt, dass /(v) auch der wesentliche Theiler 
der Diseriminante #(®) genannt wird, und J(e)’ der ausserwesentliche 
Theiler derselben, d. h. dass unter dem wesentlichen Theiler der Discriminante 
einer beliebigen algebraischen Function y gradezu der wesentliche Theiler der 
Discriminante irgend einer ganzen algebraischen Function verstanden wird, 
welche durch y dividirt eine ganze rationale Funetion der unabhängigen 
Variabeln ergiebt. Auf Grund der im $5 angeführten zweiten Eigenschaft 
des wesentlichen Theilers erhält man demnach für den wesentlichen T'heiler 
der Diseriminante einer beliebigen algebraischen Funetion mt“ Ordnung y die 
charakteristische Eigenschaft, 

dass derselbe der grösste gemeinsame Factor der Diseriminanten 

aller derjenigen algebraischen Funetionen x!“ Ordnung ist, welche 

sich durch y und die unabhängige Variable rational ausdrücken 

lassen. 
Diese bemerkenswerthe Beziehung zeigt deutlich die Analogie mit der 
Invarianten-Eigenschaft der Diseriminante selbst. Aber während vermöge 
dieser letzteren die gesammte Discriminante von y nur unverändert bleibt, 
wenn y durch eine lineare Function —” 9 —- ersetzt wird, haben wir in 

vy+yy-+1 

dem wesentlichen Theiler der Diseriminante von y das Bleibende und zwar 
den einzig bleibenden Theil derselben für alle rationalen Functionen von 
y und » erkannt. 


°. 


un 


Wenn unter Beibehaltung der in den vorigen Paragraphen gebrauchten 
Bezeichnungen v—« ein ausserwesentlicher Factor der Diseriminante von 
y, also ein Factor von Jd(e) ist, so muss e—a auch ein ausserwesentlicher 
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Faetor der Diseriminante der ganzen algebraischen Function x sein, deren 
gesammter ausserwesentlicher Theiler dureh 

Tu u d (v)° 
dargestellt worden ist. Es müssen demnach gemäss $3 ganze rationale 
Funetionen von x und » existiren, welche durch e—« dividirt algebraisch 
ganz bleiben, d. h. wenn irgend eine derselben mit f(x, ®v) bezeichnet wird. 
I(z, v) 


so muss ———- eine ganze algebraische Function von ® sein, während f(x, v 


— 








selbst eine ganze Function höchstens (»— 1)! Grades von x ist, deren 
Coetfieienten ganze rationale, nicht durch »—« theilbare Funetionen von v 
sind. Demzufolge muss auch _ eine ganze algebraische Function von 
v sein. Andererseits ist aber auch, da x durch die Gleichung F(x, v) = 0 
definirt wird, 
Au 2 übereinstimmend mit io ii 9) 

algebraisch ganz; wenn daher p(x) der grösste gemeinsame Theiler von 
T(z,e) und Fix, «) ist, so muss auch 


ra) 


— a 
eine ganze algebraische Funetion von » sein und für vo = « endlich bleiben. 
Die Function (x) muss daher für jeden der verschiedenen Werthe von x 
verschwinden, für den F(z,e)=0 wird, d. h. also, p(xz) muss jeden der 
von einander verschiedenen Linearfaetoren von F(x, «@) enthalten. — Es seı 
nunmehr w(x) der Quotient der Division von F(r,«) durch p(x), so dass 
also w(z) keine anderen als die bereits ing (x) vorkommenden Linearfaetoren 
enthält; es seien ferner F\, F,, F;,, ... die erste, zweite, dritte, u. s. w. 
Ableitung von F(z,v) nach ev, so besteht die Gleichung 
F(x, v)=gy(a).w(z)+(w—eo)F, (2, @)+4(v—e)’F,(x, ©)+-- 
und es ist also für vo=e: 
de 


v(®)-- = —Fı(a, @). 


Da nun als ganze algebraische Function von ® für e=« und sämmt- 


$) 
v—- | 
liche zugehörigen Werthe von x endlich bleibt, so muss F,(x,«) für alle 
Wurzeln der Gleichung (2) =0, d. h. also für mindestens eine von den 
Wurzeln der Gleichung F(x, «)=0 verschwinden, da w (x) mindestens vom 
ersten Grade ist. Da überdies durch Differentiation der obigen Gleichung 
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nach x für den Werth o=« die Gleichung 

F(z, 0) = y (a)w(x2)-+Y(z)w (x), 
entsteht, wenn mit F'(z,«), g', w' in üblicher Weise die Ableitungen von 
F(z, «@), y(x) und w(z) bezeichnet werden, und da für jede Wurzel a der 
Gleichung w(z)=0 auch Y(a) =0 wird, so sind für 


die drei Gleichungen 
F(x, ®) = (), F (©, ©) —— (), F, (7, oa) == () 
gleichzeitig erfüllt, d. h. es verschwindet für die Werthe e=a, e = « gleich- 
zeitig die Function F (x, e) selbst mit ihren beiden nach z und © genommenen 
Derivirten. Andererseits soll nun gezeigt werden, dass, wenn dies der Fall 
ist, wenn also die drei Functionen 
F(z, eo), Fax, e), F,(z, «) 

den gemeinschaftlichen Theiler 2—a haben, nothwendig e—« ein ausser- 
wesentlicher Factor der Diseriminante sein muss. 

Setzt man y= 2— (v—e)w, wo w eine beliebige Grösse bedeutet, so ist 

F(xz, v»)—F(y, @)— (ve —a) (wF'(y, @)+F,(y, e)) 
eine durch (v — «)’ theilbare ganze Function von y und e. Wird dieselbe durch 
(—e)’@(y, ©) 
bezeichnet, so ist daher 
F(y, )+w—-o)eF(y, )+(w—eo)F,(y, ea) +w—e)G(y, v) = (0, 
und wenn diese Gleichung durch (y—a)(e—e) dividirt und für F(y, «), 
welches durch y—a theilbar ist, (y—a)f(y) gesetzt wird, 
0.6 


IV „Farin ‚ve g, c0. 

"—@a y—a y—a “’ 
Der Voraussetzung nach haben F'(x, «) und F,(x, «) den gemeinschaftlichen 
Theiler e—-a und folglich F'(y,«) und F,(y,«) den gemeinschaftlichen 
Theiler y—a. Das mittlere Glied der Gleichung ist also algebraisch ganz, 


. \ 
u ? ; 
und es muss daher auch das erste Glied 1 ”’_ aleebraisch ganz sein, wenn 


— U 
—a&a 0 . . r e . 
der Bruch —— für keinen endlichen Werth von ® unendlich wird. Der 
Werth dieses Bruches wird aber für y=a, v=« gleich 


F' (a, @) 


 F.(a,e)+wF'(a,«) ’ 


42* 
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und dieser Werth ist endlich, wenn die Grösse w, wie es offenbar möglich 
ist, so bestimmt wird, dass die Summe 
Fı(z, «)+wF(z, «) 
den beiden Theilen gemeinsamen Factor z— a nicht öfter enthält als F’(x, «). 
Da endlich mit 
DD zı Merten a - 


—a —& a 





1@) 


eine ganze algebraische Funetion von v ist, so besitzt der Factor v—« in 
der That jene im $ 3 erwähnte Eigenschaft, welche denselben als ausser- 
wesentlichen Factor der Diseriminante kennzeichnet. 

Die hiermit erlangte dritte charakteristische Eigenschaft eines ausser- 
wesentlichen Factors o— «a, dass den drei Gleichungen 

F(z, v)=0, F(z, v)=0, F,(a, v)=0 

durch den Werth e=« und einen zugehörigen Werth von x genügt werden 
kann, soll nunmehr noch näher bestimmt, beziehungsweise erweitert werden. 

Bezeichnet man mit U, Y beliebige oder unbestimmte Grössen und 
bildet das Product 

II(UF (z,, v)+VF,(x,, v)) &=0,1,...n—1) 


so erhält man eine ganze homogene Function »t* Ordnung von U und V, 
deren Coeffiecienten sämmtlich durch (v—«)’ theilbare ganze Funetionen von 
v sind. Setzt man nämlich, wie oben, y=z-—-(v—-e)w und berück- 
sichtigt, dass 
F(z, v2)—-F(y, «e) und F,(z, v)—-F,(y, e) 
durch »—« und andererseits 
F(y, «e) und F,(y, «) 
durch y—a theilbar sind, so sieht man, dass sich jeder Factor jenes Pro- 
duetes auf die Form 
(Ya) p+(v—e)y; 
bringen lässt, wo g, und w, ganze rationale Functionen von x, und » be- 
deuten, in deren Coeffieienten noch U und V linear vorkommen. Das Pro- 
duet selbst, welches mit P(U, V) bezeichnet werden möge, wird demnach 
in der That durch (o—«)” theilbar sein, wenn die ganze rationale Function 
von v, U, V 





u Yı(—e) —=() 1 n—1 
11: ap. \l+ 2 ea @=0,1,...0-1) 
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den Theiler (o—«)’ enthält. Und dies ist wirklich der Fall; denn erstens 
fallen in der Entwickelung des Productes //(y,—a) nach Potenzen von 
(»—.«) die ersten beiden Glieder weg, da 


II(y.—a) = +Fla+(v—-eo)w, ve) 


ist, und es ist daher dieses Produet durch (o—e«)’ theilbar; zweitens ist der 
mit diesem Produete multiplieirte Ausdruck eine rationale Funetion von v, 
welche — wie dies oben von nl gezeigt ist — für o=« nicht unend- 
lich wird. | 

Die ganze homogene Function P(U, V) enthält, wie soeben bewiesen 
worden, jeden ausserwesentlichen Factor der Diseriminante zweimal, und 
offenbar nicht mehr als zweimal, wenn die Diseriminante selbst, welche in 
P(U, Y) als Coefficient von U” erscheint, denselben Factor nicht öfter ent- 
hält. Es ist ferner P(U, V) durch keinen anderen Factor e—« theilbar 
als durch einen solchen, der ausserwesentlicher Factor der Diseriminante 
ist; denn die Bedingung P(U, V)=0 für e=e«, zieht offenbar die Relationen 

F(z,,v)=0, F(a,,v)=0 für v=a 
nach sich, d.h. es muss für o=« den drei Gleichungen 
Fia,v)=0, F(a,e)=0, Fe, e)=0 

gleichzeitig genügt werden können, und dies ist, wie oben gezeigt worden, 
nur möglich, wenn e—.« ein ausserwesentlicher Factor der Diseriminante 
der Gleichung F(z, ev) ist. 

Wendet man das erlangte Resultat auf die Gleichung an, welcher 
die im $5 mit z, bezeichnete Function 

wufo (X; , v)+wfi(z,, v) + +W,-ı n—1 (2%; v) 
genügt, und deren ausserwesentlicher Theiler nach der dortigen Bezeichnung 
das Quadrat von 
Wo, wu, 81, -.- W,_) 
ist, SO muss, wenn 
Il(2—3,) = G(2, ®) 


gesetzt wird, das auf alle » Werthe 3=3,, &,, ... 3,_, erstreckte Produet 


—n 4 ; 0G(2,v) 
(U +7) 


/ 





durch das Quadrat jedes Linearfaetors von Wr) und also, da für unbestimmte 
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Werthe von ®,. %,. ».. @,_, diese Linearfactoren sämmtlich unter einander 
verschieden sind, durch das Quadrat von We) selbst theilbar sein. Es 
wird nun bei geeigneter Bestimmung von %,, %1, ... @,_, Jener mit 3, be- 
zeichnete Ausdruck gleich x, selbst; für diese besonderen Werthe der Grössen 
wo geht dann @(z,v) in F(xz,e) über, und W(e)’ wird der gesammte ausser- 
wesentliche Faetor der Diseriminante der Gleichung F(z,ve)=0. Hieraus 
eeht also schliesslich hervor, dass der mit P(U, V) bezeichnete Ausdruck 
dureh den ganzen quadratischen ausserwesentlichen Factor der Diseriminante 
theilbar sein muss und dass, da derselbe, wie oben nachgewiesen ist, keine 
anderen von U, V unabhängigen Factoren enthalten kann, 

der ausserwesentliche T'heiler der Diseriminante der Gleichung 

F(xz,v)=(0 als der grösste von U, V unabhängige Theiler des über 

alle a Wurzeln der Gleichung erstreckten Productes 


m(U e v) +YV ern ') 


zu eharakterisiren ist. 

Diese Eigenschaft des ausserwesentlichen 'T'heilers entspricht in gewisser 
Hinsicht der obigen zweiten Eigenschaft des wesentlichen Theilers. Wäh- 
rend der wesentliche Theiler bei rationaler 'Transformation von x erhalten 
bleibt, d.h. wenn die Gleichung F(z,e)=0 in eine andere G@(y, ev) = 
transformirt wird, deren Wurzel y eine rationale Function von x und ® ist. 
bleiben die ausserwesentlichen Faetoren der Diseriminante bei linearer Trans- 
formation von » erhalten, da 


a bi;  OFla, tun) OF(z,v'+ur) 
F(x, v+tur), — 
R a OX OU® 

oleichzeitig für die Werthe z=a, v'’+uxr=.« verschwinden, wenn 

N ÖFla,v)  OF(z,e) 

are ox ov 
gleichzeitig für die Werthe e=a, v=.«a Null werden. Es sind dies be- 
kanntlich die Werthepaare, welche die Doppelpunkte der durch Fix, e) = 
dargestellten Curve bezeichnen, wenn z und ® als Punkteoordinaten in der 
Ebene aufgefasst werden. 


(Fortsetzung folgt.) 








Beitrag zur linearen Transformation der elliptischen 
Functionen. 


(Von Herrn Otto Rausenberger in Frankfurt a. M.) 


Bekanntlich lassen sich alle linearen Transformationen der Trans- 


eendenten 
er T, ) = ee no (n x 2) 
w a ol 0 ı 2 N 
| — 9,(1,0) a1—- E neetn, 22:5 
( 1.) ı ; > \ m — 5; oh (n . 4)T/ m= —u—l.. -u: u %/ 
= II(1-e"tH "AL +2ertYRR, Bogen + eHr+Imi 


In Tr. ) 
(es genügt diese einzige zu behandeln) auf die beiden Hauptfälle zurück- 
tühren, dass an Stelle von ı 


oder 

(3.) IT = T+]1 
tritt (S. Königsberger, Elliptische Funetionen, Il. p. 69). Nur der erste Fall 
bietet Schwierigkeiten dar. Es ist nach (1.) 


’ l 
I,(T,w) = 9,(-- uw) 


) | Su; 
- 9,(— AR — 
(4.) m+4—(n+#) 
Fr af To 
nn Z\-—V)JENI—- 


(m+4)r—(n+4 


- -/ 


| rw 
= 9,(- ‚o)a(ı- r E\ r ); 
T m r>)T rn r» 
ein Ausdruck, dessen Nullwerthe mit denen von 9,(r, rw) übereinstimmen: 
hieraus schliessen wir, dass 9,(T',w) und 9,(r, rw) sich nur um einen 


nirgends Null werdenden Factor, also eine Exponentialfunetion, unterscheiden 
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können. Wir setzen somit 
F; @; w) 


ern tawtraw'+...) I, (T Tw) r 
” 9 


= eWWe) I, (T, To), 


s(- Ze) 


rip(u) _. 
6.) e #,(T, tw) 


Unter Berücksichtigung der bekannten Relationen: 


(9.) 


also 





(4) 4(t, w+1) = 4%; (7, @), 
(8.) 4; (T, w + T) — e Lutrni , $, (T, ı) 


sewinnen wir, indem wir in (6.) o@+1 statt » einsetzen, für p(w) die 
Funetionalgleichung 


9) Hw+h-y(w)+2hni = 2wr-+r, 


in der wir die beliebige ganze Zahl A zunächst als 0 annehmen wollen. 
Betrachten wir ferner vorläufig Y(w) als ganze Function von endlichem 
(dem nen) Grade: 


(ww) = ww + mw’ +. +ua,w", 


so finden wir leicht, dass g(e+1)—-g(w) vom (»— 1)! Grade sein muss. 
Aus (9.) schliessen wir daher, dass p(w) vom zweiten Grade, 


y(w) = mw+a,w+ta,w 
ist, und aus (9.) wird 


(10) tm +2a,w = Zwr-+r, 


woraus 4 =0, m» =r folgt, während a, unbestimmt bleibt. Da durch die 
Annahme 


(11.) (—-, w) = (.e""” ,$,(T, tw) 


wirklich den Gleichungen (4.) und (8.) genügt wird, so erkennen wir, dass 
sie die richtige ist und die ausgelassenen Fälle nicht untersucht zu werden 
brauchen. C=w(r) ist von w, jedoch nicht von r unabhängig. In der 
Bestimmung dieser Grösse liegt die Hauptschwierigkeit der linearen Trans- 
formation; dieselbe in einer Weise durchzuführen, welche von den be- 
kannten Methoden von Eisenstein, Hermite u. s. w. wesentlich verschieden 
ist, wird im Folgenden beabsichtigt. 
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Setzen wir in (11.) zuerst @=0, dann #=4, so erhalten wir bei 
Benutzung der Abkürzungen 


11 


TıT 7 


p=-e ,„ gq=e 


(- e 0) 
u vet = — n 
(12.) u, (7,0) 


un MD) 
TEE 


die Gleichungen 





und 


Ihn 
(13. | u 1|— Hd) A— art)? 
‚13 2 er a ab = 2: 
d-p)AHp)d+p"t?) 
u ER B- ey 
2 2 Ad-prri)i+p”t?) 
Wird in (13.) 37 an Stelle von 7, also p! für p, g’ für q eingeführt, so 
erhalten wir 
' T 1 1 — gt" +) 1 — gt" +2)? 
er ee @=0,...) 
> 2p: Ad—p+')A+p"t')' 
Nun folgt aber durch Multiplieation von (12.) mit (13.) und Wurzel- 
ausziehung: 


h 1 | 
| 1.2.5) 
| ‚( 1 2) 
pt, 


vet) = — 1 - (A — Jurg" ' )A—g”" . 
4 5 A-geH)d—gtet2) 
Y2.p* (1—p?"+?)(1-4-p"+!) 


| __1_ made 


Y2.p° ET NT 
und die Vergleichung von (14.) und (15.) ergiebt die wichtige Functional- 
gleichung 


(15.) \ = 


a /T w(T) 
(16.) wi 5) u = 


2 
oder 
ey, v(2T) = w(t)Y2, 
oder wenn 
(18) fe) = 
Yr 
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gesetzt wird, 


Aus (12.) folgt ausserdem sofort 


=) #H=-)=- 
, \"7 w(T) 
; ’ . . : Bu. 1 
Um noch eine Functionalgleichung herzuleiten, setzen wir in (11.)o=— 5 
T 


und erhalten 


wid) ernennen 


TıT 
e 


vr mn... 
z N. ne au JA+g’"r ie nr Wi (+ 4 +n+ ar; 


unse (1—p?"+ (1 +p’rt1le erid ;T- HD) Le il! je+D) Lpin+ ?) 
gi n=0 In + )A+ | re) "\(A-+ j "et s”) Ä 
per R d F- Fi n=(), .. 


es p33 A1— "ach (A —p°” u 5) 
gill-+ es”) H A - r)A—-gre: mi YA-+ re 4m) 


== " ’ (I 
es" p36 (1—p3”) 
In In „Tai, ! % nix ” 
oder, da (1-9) (1+g”"e")(1+g” e”") = 1—-g” und 
j-Le3”i t+ cos}r+isin} rt >3+4:y3 v3 
gi eostin-+isinin 7, FETT 
U s 
| zz ge 
21) va) = 3.7 IM. ii 


Setzen wir 37 statt 7 (also p? statt Ps q: statt q) ein, so wird hieraus 


h pm n 
22) wi) = I yz.nl=R > RER 
p'® (dp: ) 
Vertauschen wir 7 mit — — (also mit gq) und nehmen beiderseits die reei- 
proken Werthe, so folgt nach (24 
9 \ 1 u“ | [7 Bons In 
23. - - zu . - )= E. u a 2 (=1,..®%) 
v(— 4 ' 3 1 3 prs (1—p° ) 
= 


und somit durch Vergleiehung von (22.) und (23.) 


(ie 
w(döT) = - Bl =) 
oder 
(24.) w(I9T) = 3w(r) 
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oder nach (18.) 


(25) fl) = f(T). 
Die Relationen (19.) und (25.) können wir zusammen durch die einzige 
Formel 

(26.) fl.) = ft 
ausdrücken, in der r und s beliebige ganze, positive oder negative Zahlen 
bedeuten. Man überzeugt sich aber leicht, dass das Produet 27.9° durch 
veeignete Wahl von r und s jedem reellen, positiven Werthe beliebig nahe 
gebracht werden kann. Denn es leuchtet zunächst ein. dass 2.9° der Ein- 
heit nahezu gleich gemacht werden kann, wenn man der Gleichuı 
rlog2+slog9=0 oder 


(0 
n 


RL log) 
s log? 


u a . oe r 2 
annähernd zu genügen sucht, indem man für — Näherungswerthe der 


. D .. log bu) .. ® . . 
irrationalen Grösse — ar wählt. Haben wir dann 2.9 =1+J (d beliebig 
»® e 


klein) erhalten, so ist klar, dass durch Erheben dieses Werthes in eine sehr 
hohe ganzzahlige positive oder negative Potenz jede beliebige positive 
Grösse näherungsweise dargestellt werden kann. 

Sei nun T=g(cos$+isind), worin e reell positiv, 9 reell ist, so 
wissen wir, dass 


1 
(> —) 
ce \?r) 
de KIONE 
3 , 


und somit auch f(r) für jedes endliche 7, bei welchem sin# >60 ist. 


i R i 1 u 
durchaus endlich und stetig sind. Denn I,(— = und 9,(rT) sind unter 


dieser Bedingung absolut convergente, von Null verschiedene Producte in 
q und p, während letztere Grössen stetige Funetionen von 7 sind. Nach 
dem Vorhergehenden muss aber in Folge von (26.) f(r) = f(e(cos9-+isin 9)) 
für unendlich viele, unendlich nahe bei einander liegende Werthe von o, 
also wegen der Stetigkeit der Function für alle Werthe von o dieselbe 


(srösse behalten. Weiter ist 


FR of of er of er 
(27.) —- == co8sF+isind), 
oo ot co ör 
| of cf or of 
Bi - Fe — I ,(—sin$+icos9 
\ Ad . r —— . . —— u Ai OS Li . 
. ou ot 0% ot‘. ” 


43 * 
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Q) 


Da nun <= 0, also auch nach (27.) Em 0, mithin nach (28.) 0 


— 


‘Oo oT o R 
& 2 . . fl 1 Bi. TOR 5 m n 9 ls ii] } M . 3 
sein muss, so finden wir f(z) von og wie 9, also überhaupt von 7 unab- 

hängig. Wir setzen f(7)=e, somit 


b) 


nn 





29.) yo) = chz, 


woraus nach (20.) weiter folgt 


y—r 


5° 


also durch Multiplieation von (29.) mit (30.) und Wurzelausziehung 


(30.) v(T) 


, 


31) vr) = fir. 


Sonach haben wir schliesslich 
7 ( 1 y TE iTw" 
(32.) I,(-—, oe) = Yir.e""" 2, (70). 


Wenn sich diese Herleitung auch vor den anderen bekannten nicht 
durch besondere Kürze auszeichnet, so glaube ich doch, dass sie wegen 
ihres vorherrschend algebraischen Charakters nicht ohne Interesse ist. 
Jedenfalls lassen sich statt der benutzten Funetionalgleichungen auch andere 
herleiten, die dasselbe leisten, und es ist vielleicht hierdurch möglich, die 
Untersuchung eleganter zu gestalten, als es mir bis jetzt gelungen ist. 
Frankfurt a. M., October 1880. 








Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 
(Nachtrag zu der Abhandlung Seite 79 dieses Bandes. 


(Von Herrn L. W. Thome in Greifswald.) 


Wenn die Integrale der Differentialgleichung F,(y, 2) =0 in No. | 
aus der Integralformel No. 1 (11.) entnommen werden, so ergiebt sich der 
eonstante Factor e in der Differentialdeterminante dieser Integrale No. 1 (16.) 
als rationale Function gegebener Constanten No.1 (18.). Da diese Deter- 
minante gleich w, u,...u, No. 1 (14) wird, so ist es für den Werth der- 
selben beliebig, ob und welche Constanten in Formel No. 1 (11.) bei der 
jedesmaligen Integration addirt werden, was auch aus No. 1 (13.) folgt. 
F, habe nun die Darstellung durch eine normale eanonische Form (No. 9). 
Findet sich gemäss No. 9 II d.), dass man F, durch ein System normaler 
Differentialausdrücke darstellen kann, welches die in No. 1 vor a.) ange- 
sebene Eigenschaft hat, so kann man aus diesem System alle Integrale 
entnehmen und erhält den eonsianten Factor in ihrer Differentialdeterminante 
durch No. 1 (18.). Es soll nun hier gezeigt werden, dass man im Allge- 
meinen aus der normalen canonischen Form von F, solche Systeme nor- 
maler Ausdrücke herleiten kann, welche bei einem singulären Punkte von 
F„=0 die Gruppenexponenten einstellig enthalten, aus denen sich demnach 
gemäss No. 5 und 9 die Integrale von F,=0 herleiten lassen und zwar 
solche Integrale, die man successive durch eine Integralformel wie No. 1 
(11.) ausdrücken kann, aus welcher Formel dann der constante Factor in der 
Differentialdeterminante No. 1 (16.) sich als rationale Function gegebener Con- 
stanten nach No.1 (18.) findet (vgl. No.5 1b.)). 

a.) Man habe eine Anzahl Differentialausdrücke 4,(y, 2) (r=1...s) 
von der Form 9,, 2) =yı, w,(yı,2), wo g, und w, Systeme normaler 
Differentialausdrücke sind, p, sich auch auf y redueiren kann und y, gleich 
yist. Bei einem singulären Punkte von F„=0 soll das System w, einen 
bei diesem Punkte normalen Ausdruck (No. 5 Ia.)) bilden, und es sollen 
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die Gruppenexponenten aus y, nicht in den Bestandtheilen von y, vorkommen. 
Es werden Integrale von g,=y.. w,=0 in der Anzahl «,, der Ordnung 
von ,, genommen, in denen die y, linearunabhängig sind; diese Integrale 
beir=1...s sollen ein System linearunabhängiger Integrale von F, = 0 
bilden. Nun seien die Ausdrücke z, so beschaffen, dass wenn die Integrale 
von .=0 bis %,.,=0 in einer homogenen linearen Differentialgleichung 
G= (0 vereinigt sind, diese auch die Integrale von Y,=V enthält, während 
die angenommenen «, Integrale von 9, = 9, W,(Yyı,&) = von denen in G = \ 
linearunabhängig sein sollen. 

Es werden nun die Integrale von @=0 und %.=0 in einer Differen- 
tialgleichung vereinigt (vgl. No. 7 D). Die in dem Satze betrachteten «, Inte- 
srale von %,=0 sollen aus der Differentialgleichung 


(1) 9, x) = u, fdeu;' un. fu ud Ge 1...e,) 
hervorgehen, wo u, von der Form 


„H fr o,—Ii+1 


e'’(c—-a) 


5 C; (2 Aug a)" ’ 


0 


c, von Null verschieden, wo, von der Form $c_,(2—a)" oder gleich Null 
l 


ist. u, sei gleich ev, gesetzt. Setzt man die «, Integrale aus (1.) in 
(G(y, x) ein, so erhält man 


2.) Bu ge O,fde 0. f9r210.de (im 1...0,), 


wo die o Ausdrücke von der Form (2—a)‘ $k,(e—a)‘ sind, Ak, von Null ver- 
Ü 

schieden ist, und diese Ausdrücke sich auf folgende Weise ergeben. Der 

Difterentialausdruck @ sei auf die Form gebracht y,(y, x) = yı, Y(yı, ®). 


MW. 


Ks sei yle'w,2)=e'y'(u,x) gesetzt. Dann sind in y’(w, ©) die @, Ausdrücke 


3.) = v., [dev;; Yancs frZır.de (= 1...e,) 


zu setzen, wodurch man «, linearunabhängige Grössen erhält, so dass man 
dem Resultate die Form. geben kann 


(4.\ y (a, 2) = O1 /dx rn OÖ, .. SE Ö,, dr (I pn 1 ... Ü, M 


wo nun die Ausdrücke der o zu bestimmen sind. Es ergiebt sich 





(5.) y (v,, x) = Ö,: 
r. d 
Wird @,, o,y (u,x) oder 
dx 
do dlogo,: 
} 4 80rı _ ) 
( b. ) nv U = OÖ ’ u EU E OÖ — y) u z 
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rw 

_— 
.,o 
ww 


gesetzt, so folgt hieraus, weil %(,,, 2) = ist, 
1)  —-———u=u, 7 (u,2)=Plu, €). 


Setzt man in y”(w, x) ein v. fdawava..fV ",v,dx, so erhält man 


(8.) yv' (u, x) = 0. jdn 07 00... for. 0,dx l!=2...0. 
und hat in Bezug auf y" in derselben Weise wie in Bezug auf y’ zu ver- 
fahren u. s. w. Wenn man nun 

(9.) eo, = # (= 1...0,) 


setzt, so ergiebt sich (vgl. Abhdl. Bd. 83 No. 9 (2.)), dass die in Betracht 


gezogenen m Integrale von F„=0 in der Integralformel 


(10.) t, (deritz.... [or'r,de (b=1...m 
enthalten sind, in welcher der Zeiger 


(11.) b — + 160) ee. o,_, tt — rl | | Ä 
\ N 


zu setzen ist, alsdann die Werthe der 7 aus (9.) zu nehmen sind. Der con- 
stante Factor in der Differentialdeterminante dieser Integrale ergiebt sich 
dann nach No. 1 (18.) durch das Produet der Grössen A, in den o als 
rationale Function gegebener Constanten. 

Entsprechend ist es bei e=»x, indem r=t"' in G=0V und 2 = 0 
eingesetzt wird (vgl. No.5 (5.) (6.)). 

b.) Der in a.) enthaltene Satz ist anwendbar auf den allgemeinen 
Fall, der in No. 9 II.) (Schluss) angegeben ist. In diesem Falle sollen 
die Systeme x, des Satzes a.) so gebildet werden, dass auf das System der 
vorhergehenden ceanonischen Bestandtheile von F, als g, folgt der Difteren- 
tialausdruck w, der Art, dass w,= (0 die Integrale der Hauptunterdifferen- 
tialgleichungen des folgenden canonischen Bestandtheiles, welche den zu 
dem singulären Punkte gehörenden determinirenden Factor No. 5 la.) über- 
einstimmend haben, enthält. Diejenigen z,, in denen w, aus Hauptunterdifte- 
rentialgleichungen desselben ecanonischen Bestandtheiles hervorgeht, sollen auf 
einander folgen. Ferner ist der Satz in a.) anwendbar auf den Fall, wo die 
in No. 9 II d.) gestellten Bedingungen dahin abgeändert werden, dass wenn 
Hauptunterdifferentialgleichungen zweier ecanonischen Bestandtheile R und T 
und das System der zwischen liegenden canonischen Bestandtheile S (wo 
S auch nullter Ordnung sein kann) bei diesem Punkte übereinstimmende 
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determinirende Faetoren haben, alsdann von den Wurzeln der Exponenten- 
eleichungen der zugehörigen bei demselben Punkte regulären Ausdrücke 
nur vorausgesetzt wird, dass diese Wurzeln zusammen betrachtet sich von 
solehen Wurzeln bei anderen Hauptunterdifferentialgleichungen nicht um 
eanze Zahlen unterscheiden. Hat dann R die Form R’(y,2)=y,, R’(y,, ®). 
wo R'=0 die Integrale der übrigen Hauptunterdifferentialgleichungen aus 
R vereinigt enthält, und hat T die Form T(y, 2) =y,, T'(y., 2), we T=0 
die Integrale der im dem Vorhergehenden in Betracht gezogenen Haupt- 
unterdifferentialgleichungen von T vereinigt enthält, so wird der bezügliche 
Ausdruck w, gleich R’(y, 2) =y., S(y,2)=y, T(y,r). 

In diesen beiden Fällen seien nun die Integrale aus (1.) aufgestellt. 
Wird y'(a, 2) gebildet und ist die Ordnung von y’ gleich A, so ist entweder 
in y' = 0 der charakteristische Index 3 gleich 4, oder wenn derselbe kleiner 
als A ist, so enthält die Exponentengleichung von y'=0 Wurzeln, die sich 
von den Exponenten in den » nieht um ganze Zahlen unterscheiden (vgl. 
No. 8a.)). Wenn daher die Coeffieienten in y’ mit g bezeichnet werden 
und die Ordnung, in welcher g, für e=«a unendlich wird, 7, (0) ist, so 


ist die Grösse A, in 0, 

| Kg, (@—- a) "),-. 90 —-1)...(0 —(A—h)+1) 

+ (942-0) )a-.91r(a-@-h)+2) ++ (aa), 

In y’=0 ist dann gleichfalls der charakteristische Index A entweder gleich } 

oder die Exponentengleichung von y’= 0 enthält Wurzeln, die sich von 

den Exponenten in den v» nicht um ganze Zahlen unterscheiden u. s. w. 
Hieraus und aus (6.) und (7.) ergiebt sich, dass man von der Ent- 


(12.) 


wiekelung jeder Grösse v nur das Anfangsglied e,(z—a)" zu kennen 
braucht, um den Anfangscoefficienten A, in jeder Grösse o zu erhalten und 
durch das Produet der Grössen A, den gesuchten constanten Factor in der 
Diftferentialdeterminante zu finden. 


(zreitswald. 24. Juni 1881. 


Bemerkung: In dem Jahrbuche über die Fortschritte der Mathematik 
Jahrgang 1879 findet sich ein Referat über meine Abhandlung im 87. Bande dieses 
Journals, in welehem dieselbe mit der Abhandlung des Herrn Fuchs im 75. Bande ver- 
glichen wird. Dieses Referat bedarf der Berichtigung. Da die Discussion der Bezie- 
hungen zwischen beiden Abhandlungen von allgemeinerem Interesse zu sein scheint, 
so möge dieselbe hier folgen. 
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Von Herrn Fuchs ist auf die lineare Differentialgleichung (Abth. II No. 4 ete.) 
mit der unabhängigen Variabeln z eine rationale Substitution s = F(w) im Allgemeinen 
von höherem als erstem Grade angewandt von der Beschaffenheit, dass die den sin- 
gulären Punkten > im Endlichen entsprechenden Punkte wo = «, sämmtlich auf die Peri- 
pherie eines Kreises E verlegt werden, dessen Mittelpunkt «0 = 0 dem Punkte = = x ent- 
spricht. Dann werden die Integrale bei o = 0 (No. 5) durch die bei @, ausgedrückt und 
die hierbei in den linearen Ausdrücken der Integrale vorkommenden Constanten aufgesucht 
(No. 6, 7, 8, 9). Es werden also die linearen Relationen zwischen den Integralen der 
ursprünglichen Differentialgleichung bei den singulären Punkten im Endlichen einerseits und 
swischen den Integralen bei z= x andererseits aufgestellt (No. 10). Die aus den Con- 
stanten in diesen Relationen hervorgehenden Substitutionen, die inversen Substitutionen und 
die Substitutionen der Constanten, die bei dem Umgange um je einen singulären Punkt 
sich ergeben, werden zusammengesetzt als Substitutionen S und auf das Integralsystem 
bei 3= x angewandt (No. 11). Die Integrale dieses Systemes sind einwertulig, so lange 
eine aus dem Endlichen durch die singulären Punkte ins Unendliche gezogene Linie 
nieht überschritten wird. Die Darstellung derselben für dieses Gebiet ist Grundaufgabe 
der Abhandlung (Abth. I, Abth. II No. 12). Die Uebergänge dieser Integrale über die 
Abschnitte der genannten Linie zwischen je zwei auf einander folgenden singulären Punk- 
ten werden durch die vorhin erwähnten Substitutionen S und ihre inversen vermittelt 
(No. 13). Um ein bei einem Punkte entwickeltes Integral auf vorgeschriebenem Wege 
fortzusetzen, wird dasselbe durch das bei s=% entwickelte System ausgedrückt 
(No, 10, 14), alsdann die Fortsetzung durch Anwendung der Substitutionen S und ihrer 
inversen bewerkstelligt (No. 15). Wenn die Integrale bei den oben genannten Punkten 
v=(0 und » = e«;, regulär sind, so werden für die gesuchten Constanten die Ausdrücke 
No. 9 (4.) gegeben. Von diesen Ausdrücken ist aber die Convergenz in dem Punkte 
@, nicht nachgewiesen, ferner ist die Convergenz der bei Darstellung der Integrale 
von 3—= x in No. 12 geforderten bestimmten Integrale nicht gezeigt. 

Dagegen ist in meiner Abhandlung (No. 3, 4, 10) bewiesen, wenn man auf 
die Differentialgleichung mit der unabhängigen Variabeln x eine Transformation x = R(£&) 
anwendet, bei welcher ein singulärer Punkt in &=0 und einer in &=1 fällt, die 


== 


anderen aber ausserhalb des Kreises um &=( als Mittelpunkt mit dem Radius 1 liegen 
(jedoch dürfen ausserwesentlich singuläre Punkte noch auf oder in diesem Kreise 
liegen No. 6 e.)), und wenn die Integrale bei &=0 und &=1 regulär sind, dass als- 


dann in den linearen Relationen, welche die Integrale bei &=(0 durch die bei &=1 dar- 
stellen, die Ausdrücke für die gesuchten Constanten in dem Punkte = 1 selbst immer 
convergiren. Die einfachste hierzu dienende Transformation ist eine rationale Sub- 
stitution ersten Grades, sobald die &=0 und &= 1 entsprechenden singulären Punkte 
der ursprünglichen Differentialgleichung irgendwie in dem von einem Kreise begrenzten 
Gebiete liegen (welches auch x = x enthalten darf), ausserhalb welches die übrigen 
singulären Punkte der Differentialgleichung sich finden. Ich ziehe daher durch die 
singulären Punkte eine sich selbst nicht schneidende, in sich zurücklaufende Linie 
(No. 6), so dass entweder je zwei auf einander folgende singuläre Punkte schon die 
vorhin angegebene Lage haben (z. B. wenn alle singulären Punkte im Endlichen auf 
einer Geraden oder auf einem convexen Polygon liegen), oder dass, nachdem noch 
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einzelne Punkte auf jener Curve im Endlichen oder Unendlichen hinzugenommen sind, 
nun je zwei auf einander folgende der fixirten Punkte sich in jener Lage befinden. 
Alsdann stelle ich mittels der vorhin bezeichneten Anwendung einer rationalen Substi- 
tution ersten Grades die linearen Relationen zwischen den Integralen bei je einem dieser 
Punkte und dem nächstfolgenden auf jener Curve auf. Sind die Integrale nicht regulär, so 
werden die Ausdrücke No. 3 (3.) der Constanten in einem nichtsingulären Punkte ge- 
nommen. Die Substitutionen der bei diesem Verfabren erhaltenen Constanten und die 
Substitutionen derjenigen Constanten, die bei dem Umgange um je einen singulären 
Punkt sich ergeben, sind zusammenzusetzen, und auf das bei einem singulären Punkte 
entwickelte Integralsystem anzuwenden, um ein bei irgend einem Punkte gegebenes 
Integral fortzusetzen. Letzteres Integral wird ebenfalls durch eine rationale Trans- 
formation ersten Grades vermittelst der Integrale bei einem singulären Punkte (z. B. 
dem nächsten, eventuell z = x) ausgedrückt und die Darstellung der Fortsetzung auf 
vorgeschriebenem Wege auf eine Zusammensetzung der vorhin genannten Substitutionen 
redueirt (No. 6 e.)). Die Differentialgleichung der hypergeometrischen Reihe dient als 
Beispiel des Verfahrens (No. 8). 

Was nun die Convergenz der Ausdrücke No. 9 (4.) in der Abhandlung des 
Herrn Fuchs angeht, so kann man diese Ausdrücke vermittelst einer rationalen Sub- 
stitution ersten Grades transformiren, die einen Kreis, welcher neben dem Punkte 
© = U nur einen der Punkte © = «, enthält, conform auf den Kreis in der &-Ebene 
so abbildet, dass e=0 und @=a;, bezüglich &=0 und &=1 entsprechen. Die 
so transformirten Ausdrücke eonvergiren nach dem vorhin angegebenen Resultate meiner 


7 


Abhandlung. Es bleibt dann aber noch die oben bezeichnete Schwierigkeit in Bezug 
auf die von Herrn Fuchs in No. 12 gebildeten Integrale. 

Im Allgemeinen wird es, wenn die Fortsetzung der Integrale einer linearen 
Differentialgleichung ausgedrückt werden soll, darauf ankommen, die Constanten in 
linearen Relationen in möglichst einfacher Form darzustellen. 

Ich bemerke noch in Bezug auf die in dem Referate enthaltene Aeusserung 
über No. 7 meiner Abhandlung, dass der Leser die Unrichtigkeit dieser Aeusserung 
schon nach der Lektüre der ersten vier Seiten dieser Nummer erkennen kann. 


Nieder-Dollendorf bei Bonn im August 1881. 














Eine geometrische Darstellung der Landenschen 


Substitution. 
(Von Herrn K. H. Schellbach.) 


Aus dem bei A rechtwinkligen sphä- 


P 
rischen Dreiecke ABC und der beigefügten Be- b 
zeiehnung entnimmt man die Formeln 
sine=sinysina, also eose = Y1-siny’sina’ RS B 
und D* 
tsb=cosytga, sowie sin(a—b)=tg . sin(a+b), _ Ber c 
L = 

also a aan Se nz Fe ıL db 4 

cos(a—b) = Y1-tg E sin (a+b)". dA 


Macht man nun CD = b, so werden die Cosinus der beiden Bogen BA und BD 

/ Ru ) / Y . : ? r 
durch Y1-siny’sina’ und Y1-tg ’, sin (a+b) dargestellt. 

Durch diese Bemerkung gelangt man zu der Vorstellung, dass das 
rechtwinklige sphärische Dreieck mit der Landenschen Substitution in Ver- 
bindung stehen muss. Bezeichnet man a+5b mit a’ und siny mit A, so ist 
auch in der That die angeführte Formel tgb = cosytga nichts anderes als 
die Landensche Substitution tg(@—a)= ktga. Der Kürze wegen mögen 
Y1—siny'sina’ mit Ja und Y1-tg 5 sina” mit S’a’ bezeichnet werden. 

Wird die Seite AB bis zum Pole P des Kreises AC verlängert und 
der Quadrant PA um den unendlich kleinen Winkel P bis PB’A' ver- 
schoben, so sind die Kreisbogen AA’ mit db und BB’ mit da zu bezeichnen, 
und das Dreieck PBB’ ergiebt die Formel 


sin?da = cosedb. 


Aber da+db = da', also 


sin»da = coseda' — cos cda. 


44* 
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Da nun 


; COS cos ’ u ' or 2 
sind = — AEE.. i und cose = cos(a— b) cos I- + 608 (a-+b) sin 2 
COSC Ja 2 2 
y’ y’ 
— I'a’ @08 - sr eosa' sin 5 
so Ist 
da A 
Bey = da’ 4a 608 — + da’ cos a’ sin 5 — da Ja. 


Dureh Integration dieser Gleichung win man zu der bekannten Formel 


da e . ! ’ ' . 5% Y f: 
eos / — cos T- da Ja +-sına sın — da Ja 
A Ja 2 r 2 ’ 


welche ein elliptisches Integral erster Gattung durch zwei elliptische Inte- 


grale zweiter Gattung berechnen lehrt. 
Man beachte nun noch weiter, dass 





= sind cosa 
sind = und cose = —— 
cosb 
also 
dl sin? sin? 2b N db da’ sin (a+b)eos(a—b 
= —ı N folglich 1+- = —o- n(e- nn Bi 
da COSC sin2a da da eosasin«a 


Ferner liefert die Addition der beiden Gleichungen 


2cos ? 
l cosb cosy sind u 2 __sin(a-+b) 
— = — und - _ — die Formel an 
COSc Cosa COSc sina COSCc cosasina 


Daher wird 
y’ 
2C0s — 
2 


= —— 008(a—b) oder — = — 
da COSC Ja v Sa 


da’ 


Das Integral dieser Gleichungen ist 


f da PR. 1 $-7 = # Di 
u 777 ERSTER ———— 
Fr 1 — sıny sina .. ie 


\ 1—tg 7 5 sin (atb)* 


In dieser Gleichung bedeutet also y den spitzen Winkel eines rechtwink- 


ligen sphärischen Dreiecks, der zwischen der Hypotenuse a und der Kathete 
liegt. Es lassen sich daher zwei wichtige Sätze aus der T'heorie der 

elliptischen Funetionen auf eine sehr einfache und für das Gedächtniss fass- 

liche Weise aus den Eigenschaften eines sphärischen Dreiecks ableiten. 


Berlin, Juni 1881. 
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Beweis eines Satzes über projecetive Punktreihen. 


(Von Herrn Pasch in Giessen.) 


I seiner Abhandlung „Untersuchung zusammenfallender reciproker 
Gebilde in der Ebene und im Raume‘“ (dieses Journal Bd. 77 S. 105 ff.) 
siebt Herr Schröter auf S. 120 einen Satz an, welcher sich auf projeetive 
Punktreihen in vereinigter Lage bezieht. Eine Erweiterung dieses Satzes 
soll in den nachstehenden Zeilen hergeleitet werden. 

Ist auf einer Geraden f durch zwei projective, aber nicht involutorische 
Punktreihen P und P’ eine projecetive Beziehung gegeben, und entspricht 
dem Punkte 5b der Geraden f, der kein Doppelpunkt sein soll, bei der Be- 
ziehung PP’ der Punkt ce, bei der Beziehung P’P der Punkt a, so sind die 
Punkte « und e nicht bloss von 5b, sondern auch von einander verschieden. 
Wenn also noch ed homologe Punkte bei der Beziehung PP’ vorstellen, 
so ist durch die Punkte abed, nämlich durch die drei Paare «ab, be, ed die 
projeetive Beziehung bestimmt. 

Dem in der Geraden f variirenden Punkte y entspreche z bei der 
Beziehung PP’, dagegen x bei der Beziehung P'’P. Zieht man durch 
noch eine Gerade g, nimmt in der Ebene fg den Punkt O ausserhalb der 
beiden Geraden und projieirt edyz aus O auf g nach ?y&n, so sind abey und 
beyz projeetiv, beyz und bP&n perspeectiv, folglich abzy und bP&n projeectiv, 
ebenso die Strahlenbüschel 7(abazy) und y(bP%&r), diese mithin sogar per- 
spectiv. Begegnen sich also die Geraden zn und Sy im Punkte Q, so liegen 
a3Q in gerader Linie, Q in der festen Geraden af. 

Dem (von a, b, ce verschiedenen) Punkte m der Geraden f seien die 
Punkte ! und » in den Beziehungen P'’P und PP’ zugeordnet. Projieirt 
man m und n aus O0 auf g nach resp. A und «, so sind able und bemy, 
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bemy und ednz projectiv, cdnz und Pyun perspectiv, folglich ablx und Pyur 
projecetiv. Indem wir den Durchschnittspunkt R der Geraden zn und lu 
einführen, erkennen wir die Strahlenbüschel u (ablx) und R (Pyun) nicht bloss 
als projectiv, sondern auch als perspectiv, da die Geraden ul und Ru zu- 
sammenfallen. Demnach liegt der Durchschnittspunkt der Strahlen ua und 
RP in gerader Linie mit y und x; die Strahlen «a und RP schneiden sich 
auf der Geraden yx. Weiter sind die Büschel a(bPyu) und A(zQnR\ 
perspectiv; denn die Strahlen ab und x begegnen sich in x, ay und Pr 
in y, au und AR auf yxr, aß und 50 fallen zusammen. Da mithin die 
Punktreihen 5b5yu und zQnR, bAyu und bedn, bedn und abem projectiv 
sind, so ergiebt sich schliesslich die Projeetivität der Punktreihen zOnR 
und abem. 

Aus O projieire ich R auf f nach r. Dann sind zyzr und zQ7R 
perspectiv, folglich zyzr und abem projectiv. Da man durch passende Wahl 
des Punktes m das Gebilde abem einem beliebig gegebenen, aus vier ver- 
schiedenen Elementen bestehenden einförmigen Gebilde projeetiv machen 
kann, so ist in der Geraden f jedem Punkte y ein Punkt r durch die For- 
derung zugeordnet, dass zyzr einem festen Gebilde projectiv sein soll. Da 
die Strahlen yex und AR, während y varürt, perspective Büschel resp. um 
y und 5 mit dem perspeetiven Durchschnitt au, mithin gleichzeitig die 
Punkte x und R projeetive Punktreihen resp. in den Geraden f und lu 
beschreiben, so ist auch die Beziehung zwischen y und r in der Geraden 
f Projeetivität. Wenn endlich die Punkte #’° und s bei der Beziehung PP’ 
resp. den Punkten z und r entsprechen, also das Paar zs dem Paare yr, 
so sind zyzr und yz32's projectiv, d. h. yz2’s dem festen Gebilde projectiv. 
s und s zugeordnete Punkte der zwischen y und r bestehenden Projeectivität. 
Die Paare dieser Beziehung werden durch die Projectivität PP’ in Paare 
derselben Beziehung übertragen, und wir können daher sagen, die Beziehung 
yr sei bei der Projeetivität PP’ sich selbst homolog. 

Werden auf einer Geraden, in welcher durch zwei projective, aber nich! 
involutorische Punktreihen P und P’ eine projective Beziehung gegeben ist, dem 
Punkte y durch die Beziehungen P'P und PP’ resp. die Punkte x und 3 zu- 
geordnet und ein weiterer Punkt r so construirt, dass die gerade Punktreihe 
xvzyr einem festen Gebilde projectv ausfällt, so ist auch die zwischen y und 
r entstehende Beziehung Projectivität und bei der Projectivität PP’ sich selbst 
homolog. 
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Durch die Beziehung P'’P werde dem Punkte r der Punkt q zuge- 
ordnet. Dann sind yreq und zsyr projeetiv, mithin auch yreq und rysz, 
folglich die Paare gq3, ry, se in Involution, zzyr und sgry projectiv. — 
Nimmt man also zzyr harmonisch, so erhält man den Schrötersehen Satz: 
denn dann werden auch sgry oder gsry harmonisch, zzyr und gqsry projeetiv, 
also y durch r in derselben Weise bestimmt, wie r durch y, d. h. die Paare 
ry bilden eine Involution, welche durch die Beziehung PP’ in sich selbst 
iibertragen wird. 


Giessen, April 1881. 





























Indem wir hiermit den ersten unter unserer Redaction er- 
scheinenden Band des ‚Journals für die reine und angewandte 
Mathematik dem Publikum übergeben, berufen wir uns auf die 
im Juli v. J. dem 89. Bande beigegebene Erklärung. Wir treuen 
uns dabei mittheilen zu können, dass Herr Protessor Lampe, 
welcher schon seit dem ‚Jahre 1868 unter Borchardts Leitung die 
speciellen Redactions-(Geschäfte geführt hat, uns seine fernere 
Mitwirkung zugesichert hat. Die Beiträge für das Journal bitten 
wir ausschliesslich unter der Adresse „An die Redaction des 
Journals für die reine und angewandte Mathematik“ an die 
Verlagsbuchhandlung von @. Reimer (Berlin, S.W, Anhaltische 
Strasse 12) einsenden zu wollen. 


Berlin, im September 1881. 


L. Kronecker. K. Weierstrass. 
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